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1o 0 0 1 0
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300 0 1 1 1
4 0 1 0 0 0
5.0 1 0 1 1
6 0 1 1 0 0
7.0 1 1 1 0
8 1 0 0 0 0
9 1 0 o0 1 0
10 [ 0 1 0 1
11 [ 0 1 1 1
12 [ 1 0 0 1
13 [ 1 0 1 1
14 7 1 1 0 0
15 [ 1 1 1 0

Abbildung 6.1: Strukturbild und Wahr-
heitstabelle unseres Schaltnetzbeispiels

6.1 Minimierungsziele

In den beiden vorangegangenen Kapiteln haben wir mit der booleschen
Algebra das mathematische Fundament zur formalen Beschreibung be-
liebiger Schaltfunktionen geschaffen und gezeigt, wie sich mit Hilfe der
elementaren Logikgatter selbst komplexe Funktionen auf direktem Weg
in Hardware-Schaltungen iibersetzen lassen. Eine wichtige Erkenntnis
dieser Uberlegungen wollen wir an dieser Stelle nochmals aufgreifen:
Auf der Logikebene besitzt jede boolesche Funktion mehr als eine Dar-
stellung, die jede fiir sich zu einer ganz unterschiedlichen Implementie-
rung auf der Hardware-Ebene fiihrt. Zwei der moglichen Darstellungen
haben wir in Form der disjunktiven Normalform (DNF) und der kon-
junktiven Normalform (KNF) bereits ausfiihrlich untersucht. Fiir die
direkte Umsetzung in eine Digitalschaltung sind beide Normalform-
darstellungen allerdings nur bedingt geeignet, da deren Grofe, wie in
Abschnitt 4.4.1 gezeigt, fiir die meisten Schaltfunktionen exponentiell
mit der Anzahl der Eingangsvariablen wichst.

In der Praxis stellt uns die groBe Auswahl an Implementierungsmog-
lichkeiten vor ein ernst zu nehmendes Problem und die Suche nach
der optimalen Darstellung ist ein wichtiger Teil der tdglichen Arbeit ei-
nes Hardware-Entwicklers. In diesem Kapitel wollen wir uns deshalb
mit der Frage auseinandersetzen, wie wir unter den vielen verschie-
denen Moglichkeiten der Schaltungsdarstellung die optimale Variante
auswihlen oder von Grund auf konstruieren kdnnen.

Zur Losung dieses Problems bleibt der Hardware-Entwickler gliick-
licherweise nicht auf sich alleine gestellt. Heute stehen uns zur Mi-
nimierung boolescher Ausdriicke leistungsfihige Verfahren zur Seite,
mit deren Hilfe die optimale Hardware-Implementierung einer boole-
schen Funktion nahezu automatisiert erzeugt werden kann. Bevor wir
jedoch in die Tiefen der verschiedenen Minimierungsverfahren eintau-
chen, wollen wir uns nochmals genauer mit der Frage beschiftigen, was
wir unter dem Begriff der optimalen Schaltung in diesem Zusammen-
hang eigentlich verstehen miissen.

Hierzu betrachten wir das Schaltnetz in Abbildung 6.1, das uns bereits
im vorherigen Kapitel als fruchtbares Beispiel diente. Durch die sukzes-
sive Riickverfolgung der Ausgangsleitung y bis hin zu den Eingéngen
konnten wir die funktionale Formeldarstellung direkt aus dem Struktur-
bild ableiten:

y=(x1A®x3))V(xaA(x2 D x3))
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Abbildung 6.2: Die drei Beispielschaltungen im Vergleich

Indem wir den XOR-Operator durch seine disjunktive Darstellung
X2X3 V Xox3 ersetzen, konnen wir den Ausdruck wie folgt umformen:

(x1 A (XZ EB)C3)) \Y (X4 A (xz EBX3))
= (1 A (X3 VIx3)) V (xa A (0233 V X2x3))

= X1X2X3 V X1X2X3 V X2X3X4 V X2X3X4

In der transformierten Gleichung wird die boolesche Funktion durch
vier konjunktive Terme aufgebaut, die auf der obersten Ebene disjunk-
tiv verkniipft sind. In anderen Worten: Die Formel liegt in disjunktiver
Form vor.

Die vorgenommene Schaltungstransformation ist natiirlich bei wei-
tem nicht die einzig mogliche. Genauso gut konnen wir die Teil-
formel x, @ x3 zundchst mit Hilfe des Distributivgesetzes separieren
und den XOR-Operator anschlieend durch den dquivalenten Ausdruck
(x2 Vx3) A (X2 VX3) ersetzen. Auf diese Weise erhalten wir die folgende
alternative Schaltungsdarstellung:

(x1 A\ (xz EB)C3)) V ()C4 A\ ()CQ EBX3))
= (x1 Vxa) A (x2 Dx3)
= (X] \/X4) A\ (xz \/X3) A\ (E\/E)
Die drei disjunktiven Unterterme sind auf der obersten Ebene UND-

verkniipft, d.h., der erzeugte boolesche Ausdruck liegt jetzt in kon-
Jjunktiver Form vor. Zusammen mit der Originalschaltung haben wir fiir
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Neben den klassischen Minimierungszie-
len Fliche und Laufzeit kommen in der
Praxis weitere Minimierungsziele hinzu.
Insbesondere im Bereich der mobilen
Endgerite spielt die Leistungsaufnahme
einer Hardware-Schaltung heute eine zen-
trale Rolle, da sich der Stromverbrauch
unmittelbar auf die Batterielaufzeit aus-
wirkt.

Auch im Bereich des Home Entertain-
ments (Wohnzimmer-PC) sind der Leis-
tungsaufnahme enge Grenzen gesetzt. Die
hier eingesetzten liifterlosen Gerite kon-
nen die mit zunehmendem Stromver-
brauch entstehende Wirme weit weniger
effizient abfiihren als z.B. ein aktiv ge-
kiihlter Desktop-Computer.

Originalschaltung:

Cy=4 Cs=3
Disjunktive Form:

Cy =5 Cs=2
Konjunktive Form:

Cyp=4 Cs=2

Tabelle 6.1: Im Hinblick auf den Fldchen-
verbrauch der verschiedenen Implementie-
rungsvarianten bescheinigt die Metrik Cy
sowohl der Originalschaltung als auch der
konjunktiven Form die geringsten Kosten.
In Bezug auf die Schaltgeschwindigkeit
sind, wie die Auswertung der Metrik Cg na-
helegt, sowohl die disjunktive als auch die
konjunktive Variante der Originalschaltung
vorzuziehen.

dieselbe boolesche Funktion damit insgesamt drei verschiedene Dar-
stellungen erzeugt, deren direkte Umsetzungen in Hardware in Abbil-
dung 6.2 dargestellt sind.

Bevor wir unter den drei Schaltungen die optimale Implementierungs-
variante bestimmen konnen, miissen wir uns zunichst auf die Kriterien
einigen, die wir der Bewertung einer Schaltung zu Grunde legen wollen.
Zwei der klassischen Bewertungskriterien im industriellen Hardware-
Entwurf haben wir bereits an mehreren Stellen kennen gelernt: den Fld-
chenbedarf und die Laufzeit einer Hardware-Schaltung.

Kostenfunktionen

In der Praxis wird das Minimierungsziel mit Hilfe einer Kosten-
funktion modelliert, die jede Schaltung entsprechend der definierten
Giitekriterien analysiert und in Form von Kosten quantitativ bewer-
tet. Mit der so entstechenden Metrik konnen verschiedene Hardware-
Implementierungen untereinander verglichen werden — je niedriger die
Kosten einer Schaltung sind, desto stédrker erfiillt die Schaltung die ge-
setzten Giitekriterien. Die weiter oben formulierten Minimierungsziele
Flichenbedarfund Laufzeit lassen sich beispielsweise wie folgt quanti-
tativ approximieren:

B Cs = Schaltungstiefe

Die Tiefe einer Schaltung ist definiert als die Anzahl der Logikgatter,
die ein Signal von den Eingidngen zu den Ausgidngen maximal durch-
laufen muss. Die Schaltungstiefe wird im Hardware-Entwurf als gro-
bes MaB fiir die Geschwindigkeit einer Hardware-Implementierung
eingesetzt.

m C4 = Gatteranzahl

Die Anzahl der Logikgatter ist ein guter Anhaltspunkt fiir den Fla-
chenbedarf einer Schaltung. Inverter (NOT-Gatter) zéhlen wir in die-
sem Fall nicht zu den Gattern hinzu, da diese auf Transistorebe-
ne in Abhingigkeit der gewihlten Basistechnologie ohnehin vorlie-
gen oder sich oft ohne zusitzlichen Platzbedarf in die benachbarten
Logikgatter integrieren lassen und damit keinen weiteren physikali-
schen Platz benotigen.

Tabelle 6.1 fasst die Auswertungsergebnisse der beiden Kostenfunkti-
onen Cy4 und Cj fiir alle drei Implementierungsvarianten zusammen. Fiir
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beide der verfolgten Minimierungsziele gibt es jedoch keinen eindeuti-
gen Sieger. Offensichtlich sind die Metriken C4 und Cs noch zu grob
gewihlt und die Frage ist berechtigt, ob wir die Definition der beiden
Kostenfunktionen nicht in die eine oder die andere Richtung prizisieren
konnen.

Untersuchten wir die physikalische Implementierung einer Hardware-
Schaltung auf Transistorebene, so wiirden wir feststellen, dass nicht alle
Logikgatter die gleiche physikalische Grofe besitzen. Gatter mit vielen
Eingiingen bendtigen deutlich mehr Platz als Gatter mit wenigen Ein-
gingen — die Anzahl der Eingéinge eines Gatters haben wir in der Defi-
nition von C4 bisher jedoch vollstdndig ignoriert. Die Metrik C4 konnen
wir verbessern, indem wir jedes Gatter mit der Anzahl seiner Eingéinge
gewichten. Dies fiihrt uns direkt zur Definition der Metrik C}:

Cy, = Z Anzahl der Eingénge von g

Gatter g

Die Laufzeitmetrik Cs konnen wir ebenfalls weiter prizisieren, indem
wir sie mit der Flichenmetrik C) verschmelzen. Dabei gewichten wir
die Laufzeitkosten so hoch, dass sie weiterhin dominieren und die Fla-
chenkosten nur bei gleich schnellen Schaltungen eine Rolle spielen:

Ch = (100 x Cs) +C

Die Auswertung der optimierten Metriken C; und Cy ist in Tabelle 6.2
zusammengefasst. Jetzt sprechen die berechneten Werte eine eindeuti-
ge Sprache: Wollen wir eine kompakte und damit kostendkonomische
Schaltung herstellen, so sind wir mit der Originalschaltung am besten
beraten. Ist uns stattdessen die Schaltgeschwindigkeit wichtig, eignet
sich die konjunktive Variante am besten. Die disjunktive Form schaltet
zwar gleich schnell, verbraucht jedoch mehr Flache und ist damit nicht
mehr die erste Wahl.

Unsere Betrachtungen zeigen eindringlich, dass die Giite einer Schal-
tung keine allgemeingiiltige Eigenschaft ist, sondern in Abhéngigkeit
des Minimierungsziels stark variiert. Kurzum: Die Giite einer Schal-
tung ist relativ. Durch die Aufstellung einer geeigneten Kostenfunk-
tion haben wir jedoch die Moglichkeit, den Erfiillungsgrad der Mini-
mierungsziele quantitativ zu messen und damit ein Mittel an der Hand,
aus verschiedenen Implementierungen die fiir uns optimale Schaltung
auszuwihlen. Ein konkretes Verfahren, mit dessen Hilfe sich eine mi-
nimierte Darstellung systematisch erstellen ldsst, sind wir bisher aller-
dings schuldig geblieben. Genau hiermit werden wir uns im néchsten
Abschnitt beschiftigen und sehen, wie sich beliebige boolesche Funk-
tionen auf iiberraschend einfache Weise grafisch minimieren lassen.

In der Praxis stehen dem Hardware-
Entwickler weitere Moglichkeiten zur
Verfugung, um die Kostenfunktionen zu
optimieren. Genau wie im Software-
Entwurf auf bestehende Programmbiblio-
theken zuriickgegriffen wird, werden im
Hardware-Entwurf Zellbibliotheken ein-
gesetzt, die genaue Daten iiber die zur
Verfiigung stehenden Logikgatter enthal-
ten. Neben der funktionalen Beschreibung
jeder Zelle sind dort auch deren Fldchen-
verbrauch und Schaltgeschwindigkeit ex-
akt spezifiziert.

Wie wir bereits in Abschnitt 5.5 herausge-
arbeitet haben, muss zur Abschitzung der
Geschwindigkeit in zunehmendem Mafle
auch die Leitungsverzogerung in die Kos-
tenfunktion integriert werden. Der Grund
hierfiir liegt in den heute iiblichen, ex-
trem geringen Strukturbreiten im zwei-
stelligen Nanometerbereich. Mit der be-
standigen Zunahme der Integrationsdichte
wird die Gesamtgeschwindigkeit immer
mehr durch die Leitungsverzogerung (net
delay) und immer weniger durch die Gat-
terverzogerung (gate delay) bestimmt.

Originalschaltung:

C,=38 Ci =308
Disjunktive Form:

C,=16 C, =216
Konjunktive Form:

Ci=9 Cy =209

Tabelle 6.2: Auswertung der erweiter-
ten Kostenfunktionen fiir unsere Beispiel-
schaltungen. Die verfeinerte Metrik zeigt,
dass die Originalschaltung am kompaktes-
ten und fiir die Realisierung einer schnellen
Schaltung die konjunktive Variante am bes-
ten geeignet ist.
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10 74 0 1 0 1
11 7 0 1 1 1

4 y=x4 ATz AX)
300 0 1 1 1

11 1 0 1 1 1

4 y=X3A\x2 \X]
1 1 0 0 1

13 1 1 0 1 1

(4 y=x4AX3 A%
0 1 0 1 1

13 1 1 0 1 1

v y=x3A\X3 AX]

1 0 1 1 1
12 1 1 0 0 1

4 Nicht zusammenfassbar

Tabelle 6.3: Einige benachbarte Zeilen las-
sen sich durch einen einzigen booleschen
Ausdruck gemeinsam représentieren, bei
anderen ist eine solche Zusammenfassung
nicht moglich.

6.2 Karnaugh-Veitch-Diagramme

Karnaugh-Veitch-Diagramme, kurz KV-Diagramme, sind eine speziel-
le grafische Darstellung fiir boolesche Funktionen, aus der sich eine
minimierte zweistufige Schaltungsdarstellung auf einfache Weise ablei-
ten ldsst [49,90]. Um die Idee, die hinter der grafischen Minimierung
steckt, genauer zu verstehen, erinnern wir uns zunichst noch einmal an
die Ableitungsregel zur Extraktion der disjunktiven Normalform einer
booleschen Funktion. Ausgehend von der Wahrheitstafeldarstellung er-
zeugen wir fiir jede Variablenbelegung der Einsmenge einen Minterm,
der genau fiir diese Variablenbelegung zu 1 und fiir alle anderen Va-
riablenbelegungen zu 0 wird. Die disjunktive Normalform ergibt sich
auf einen Schlag durch einfache ODER-Verkniipfung aller Minterme.
Das Konstruktionsschema der disjunktiven Normalform wirft die Fra-
ge auf, ob wir wirklich fiir jedes Element der Einsmenge einen eigenen
Minterm erzeugen miissen oder vielleicht mehrere Variablenbelegungen
durch einen gemeinsamen Teilausdruck repréisentieren konnen. Die fiinf
Beispiele in Tabelle 6.3 zeigen, dass sich einige Zeilen der Wahrheitsta-
fel durchaus durch einen einzigen Term charakterisieren lassen, andere
hingegen nicht. Damit haben wir die Grundidee der Minimierung nach
Karnaugh und Veitch bereits umrissen. Anders als im Fall der Normal-
form versuchen wir, die Elemente der Einsmenge mit moglichst weni-
gen konjunktiven Termen vollstindig zu beschreiben. Je mehr Elemente
der Einsmenge wir mit einem einzigen konjunktiven Term reprisentie-
ren konnen, desto kiirzer wird die erzeugte Formeldarstellung.

Das unterste Beispiel in Tabelle 6.3 zeigt, dass nicht alle Paare von Va-
riablenbelegungen durch einen einzigen Term charakterisiert werden.
Die abgebildeten Beispiele lassen vermuten, dass die Zusammenfas-
sung genau dann moglich ist, wenn sich die Variablenbelegungen in
genau einer Variablen — der sogenannten freien Variablen — unterschei-
den:

£\ Definition 6.1

Gegeben seien zwei Belegungen der Variablen xy, .. .,x,. Die Varia-
ble x; heilt gebunden, falls sie in beiden Belegungen den gleichen
Wert besitzt. Ist die Variable x; unterschiedlich belegt, so wird sie
als frei bezeichnet. Zwei Variablenbelegungen heilen benachbart,
wenn sie sich in genau einer freien Variablen unterscheiden.

Damit ldsst sich unsere Vermutung wie folgt formulieren:
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a8 satz 6.1

Zwei Variablenbelegungen lassen sich genau dann durch einen ein-
zigen konjunktiv verkniipften Term reprasentieren, wenn sie im
Sinne von Definition 6.1 benachbart sind.

Die Giiltigkeit des Satzes ergibt sich ohne Umwege durch Anwendung
der Rechenregeln der booleschen Algebra, wie die folgende Umfor-
mung exemplarisch an den Variablenbelegungen der zehnten und elften
Zeile der Wahrheitstafel zeigt.

(x4 AX3 A2 AXT) V (x4 AX3 Axa AXp)

((ea A AX2) AXT)V (x4 AX3AX2) AXy)
(xa AXZAX2) A (XTV X1)
(
(

X4 /\x_3/\)C2) A1
X4 /\x_3/\xz)

In der obigen Umformung werden zunéchst die gebundenen Variablen
ausgeklammert. Die anschlieBende Anwendung der Regeln der inversen
und neutralen Elemente 16scht den verbleibenden Ausdruck aus und die
freie Variable verschwindet. Finden wir zwei oder mehr freie Variablen
vor, so lassen sich die gebundenen Variablen zwar ebenfalls ausklam-
mern, die Variablen des Restausdrucks 16schen sich jedoch nicht mehr
aus. Die Zusammenfassung scheitert.

Damit haben wir eines der Kernelemente der von Karnaugh und Veitch
verfolgten Minimierungsstrategie freigelegt: Durch die Zusammenfas-
sung benachbarter Variablenbelegungen reduzieren wir sukzessive die
Anzahl der zur Darstellung benétigten Teilausdriicke und erhalten auf
diese Weise eine minimierte disjunktive Darstellung der Schaltfunkti-
on. Ein Blick auf die Beispiele in Tabelle 6.3 zeigt jedoch, dass es recht
schwierig ist, benachbarte Variablenbelegungen im Sinne von Definiti-
on 6.1 aus der Wahrheitstafel abzulesen. Weder sind alle benachbarten
Belegungen untereinander angeordnet noch sind untereinander ange-
ordnete Variablenbelegungen stets benachbart. Kurzum: Die Wahrheits-
tafeldarstellung ist zur Schaltungsminimierung denkbar ungeeignet.

Karnaugh und Veitch erkannten als Erste, dass sich die Wahrheitswer-
te einer booleschen Funktion intelligenter anordnen lassen, indem wir
uns von der tabellarischen Darstellung 16sen und die Wahrheitswerte
stattdessen in ein zweidimensionales Diagramm eintragen, das nach den
Konstruktionsregeln in Abbildung 6.3 erzeugt wird. Das einfachste KV-
Diagramm besteht aus genau zwei Feldern und dient zur Darstellung

Die grafische Minimierung mit Hilfe von
KV-Diagrammen, wie wir sie heute ken-
nen, geht auf die Arbeiten der beiden
Amerikaner Maurice Karnaugh und Ed-
ward W. Veitch zuriick, die ihre Ergeb-
nisse bereits Anfang der Fiinfzigerjah-
re publizierten. Das folgende Diagramm
stammt aus der Originalarbeit von E.
Veitch aus dem Jahre 1952 [90]:

I lw
o1l x
X

X[ 0O
X| -0

- — O Ox
- O — ON

Veitch hatte als Erster die Idee, die Wahr-
heitswerte einer booleschen Funktion in
einer Matrix anzuordnen. Genau wie im
Falle der heute verwendeten Karnaugh-
Veitch-Diagramme wird jede konkrete
Variablenbelegung durch ein einzelnes
Feld reprdsentiert. Statt den Funktions-
wert 0 oder 1 in die Diagrammfelder ein-
zutragen, markierte Veitch alle Einsfel-
der mit einem Kreuz. Von den Notations-
feinheiten abgesehen, unterscheiden sich
die Veitch-Diagramme in einem wesentli-
chen Punkt: Wie die Abbildung zeigt, ord-
nete Veitch die Variablenbelegungen an
den Diagrammrindern entsprechend der
normalen bindren Zihlweise an, so dass
sich die Variablenbelegungen benachbar-
ter Felder nicht jeweils in einer einzigen
Variablen unterschieden. Erst Karnaugh
entwickelte die Darstellung zur heutigen
Form weiter, indem er fiir die Randmar-
kierungen nicht mehr das Bindrsystem,
sondern den Gray-Code als Ordnungsrela-
tion wihlte. Erst so ist sichergestellt, dass
sich die Variablenbelegungen benachbar-
ter Felder in genau einer Variablen un-
terscheiden. In dieser Form wurden KV-
Diagramme zu dem, was sie heute sind:
einem der wichtigsten Hilfsmittel der ma-
nuellen zweistufigen Schaltungsminimie-
rung.
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Abbildung 6.3: Das Konstruktionssche-
ma von Karnaugh-Veitch-Diagrammen.
Jedes Feld des KV-Diagramms reprisen-
tiert eindeutig eine bestimmte Belegung
der Eingangsvariablen, die sich anhand
der Randmarkierung rekonstruieren ldsst.
Die Variable x; wird genau dann mit 1
belegt, wenn sich das entsprechende Feld
im Bereich der Randmarkierung x; be-
findet. Jedes Feld eines KV-Diagramms
entspricht damit genau einer Zeile in der
Wahrheitstafel und kann durch Ubertra-
gung der Funktionswerte ausgefiillt wer-
den. Die optional angegebenen Zahlen in-
nerhalb der Felder entsprechen den Zei-
lennummern in der Wahrheitstafeldarstel-
lung.

X
—_
ojof1]o0
oj1]o0]o0

X
1(1]0]|0
Xy
ojof1]1
X3

Abbildung 6.4: Das fertig ausgefiillte K'V-
Diagramm fiir unser Eingangsbeispiel

Das KV-Diagramm
flr eine Funktion mit » Variablen
wird aus einem Diagramm mit n-1
Variablen durch wechselweises
horizontales und vertikales
Spiegeln erzeugt.

le

x| X X
1 5 |4 0 1 |5 |4 [20]21 [17 [16
317 16 2 3 17 [6 |22 |23 |19 |18
X X2
10 |11 |15 |14 10 [11 |15 [14 [30 31 [27 |26
X X
8 9 132" 8 19 [13[12 28129 |25 24 | | *
X3 X3
X5

einstelliger Funktionen y = f(x;). Das linke Feld beschreibt den Funk-
tionswert f(0) und das rechte Feld den Funktionswert f(1). GroBere
Diagramme werden durch wechselseitiges horizontales und vertikales
Spiegeln erzeugt, so dass sich in jedem Schritt die Anzahl der Varia-
blen um eins erhoht und die Anzahl der Felder verdoppelt. Folgerich-
tig werden zur Konstruktion des KV-Diagramms fiir die Darstellung ei-
ner n-stelligen Funktion y = f(x,,...,x;) exakt (n — 1) Spiegelschritte
benotigt. Abbildung 6.4 zeigt das ausgefiillte KV-Diagramm fiir unser
Eingangsbeispiel.

Durch das spiegelbasierte Konstruktionsprinzip von KV-Diagrammen
ist gewihrleistet, dass nebeneinanderliegende Felder im Sinne von Defi-
nition 6.1 benachbart sind — eine Eigenschaft, die sich im Ubrigen auch
iber die Rinder des KV-Diagramms hinaus erstreckt. Hierdurch sind
wir in der Lage, benachbarte Variablenbelegungen durch die Bildung
von Blocken grafisch zusammenzufassen. Angewendet auf das KV-
Diagramm unseres Eingangsbeispiels erhalten wir die in Abbildung 6.5
dargestellte Blockiiberdeckung. Sind alle Einsen des KV-Diagramms
iberdeckt, konnen wir daraus sofort eine disjunktive Darstellung der
reprasentierten Schaltfunktion erzeugen. Dazu berechnen wir die kon-
junktiven Teilterme fiir jeden Block und verkniipfen diese anschlieBend
mit Hilfe der ODER-Operation. Die konjunktiven Terme werden als
Implikanten bezeichnet. Der entstandene Gesamtausdruck ist genau fiir
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diejenigen Variablenbelegungen gleich 1, die in der Uberdeckungsmen-
ge liegen, und reprisentiert damit die gesuchte Funktion. Fiir unser Bei-
spiel ergibt sich die folgende Darstellung, die exakt der weiter oben auf
algebraischem Wege gewonnenen disjunktiven Form entspricht:

Yy = (x120233) V (x132x3) V (02X3x4) V (¥2X3X4)

Das skizzierte Vorgehen zur Schaltungsminimierung wollen wir an-
hand der in Tabelle 6.4 spezifizierten Funktion weiter vertiefen. Ge-
nau wie in unserem ersten Beispiel konstruieren wir zunichst das KV-
Diagramm durch wechselweise Spiegelung und iibertragen die Werte
der Wahrheitstafel. Anschliefend werden benachbarte Felder der Eins-
menge durch die Bildung von Zweierblocken zusammengefasst. Wie in
Abbildung 6.6 gezeigt, gibt es hier im Gegensatz zum ersten Beispiel
mehrere Moglichkeiten, die Einsmenge zu iiberdecken. Damit haben
wir eine wichtige Eigenschaft der Blockbildung herausgearbeitet:

- Die Uberdeckung der Einsmenge eines KV-Dia-
@ - gramms ist im Allgemeinen nicht eindeutig.

Eine zweite wichtige Eigenschaft betrifft benachbarte Blocke, die eine
zentrale Eigenschaft der Einzelfelder erben:

i
~~ Die Implikanten gleich grofer benachbarter Blocke
/,@ ~ unterscheiden sich in genau einer Variablen.

Als Beispiel betrachten wir die benachbarten Zweierblocke der KV-
Diagramme in Abbildung 6.6. Im ersten Diagramm unterscheiden sich
beide Implikanten in der Belegung der Variablen x3, im zweiten Dia-
gramm in der Belegung der Variablen x;. Damit konnen wir auch hier
Satz 6.1 anwenden und, wie in Abbildung 6.7 gezeigt, beide Blocke
zu einem Viererblock zusammenfassen. Mit jeder Verschmelzung ver-
schwindet die freie Variable im Implikanten des neuen Blocks, so dass
der neue Viererblock durch den Implikanten x; AXs vollstindig und ein-
deutig beschrieben ist.

|x1/\ xz/\—\ x3 | le/\—' szx3 |

X1
'—

oflifo
—
x2o1oo
(1 ][1)o]|o
Xy
offo 1) 1)
-

3

|x2/\—- X3A Xy || < XpA X3A Xy |

Abbildung 6.5: Benachbarte Felder kon-
nen zu Blocken zusammengefasst werden.
Jeder Block ldsst sich durch einen einzigen
konjunktiven Term beschreiben.

(3
0

o

3
N =] =]=1=1=1=1=1clclelalsla]l=a]l=
1 =1=1=lelslslsl =] =] 2] 20l ele
g =dalal ===l =1=1=21=21 =21 215
—lal=1al=1=l=1=l=1=2]=1=1=1=2]=1=
slel=1a]l=1=l=l=sl=1s=1=l=1=]=1=

Tabelle 6.4: Die spezifizierte Funktion ist
genau dann gleich 1, wenn der aus den Ein-
gangsvariablen gebildete Bindrwert ungera-
de und nur durch eins und sich selbst teilbar
ist.
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Abbildung 6.6: Die Einsmenge der dar-
gestellten booleschen Funktion kann mit
Zweierblocken auf verschiedene Weise
iiberdeckt werden.
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Abbildung 6.7: Benachbarte Zweierblocke
lassen sich zu Viererblocken zusammenfas-
sen.

L2\ Definition 6.2

Kann ein Block in einem KV-Diagramm nicht weiter vergrofert
werden, so sprechen wir von einem Primblock. In entsprechender
Weise bezeichnen wir den zu einem Primblock gehdrigen konjunk-
tiven Term als Primimplikant.

Die Bildung von Primblocken bringt uns die folgenden Vorteile:

B Mit zunehmender BlockgroBe sinkt die Anzahl der Variablen, die zu
dessen Beschreibung benotigt werden, und damit die Grdfie eines
einzelnen Implikanten in der Formeldarstellung.

B Mit zunehmender BlockgroBe sinkt die Anzahl der Blocke, die zur
Uberdeckung der Einsmenge bendtigt werden, und damit die Ge-
samtzahl der Implikanten in der Formeldarstellung.

Damit ist der Weg zur Schaltungsminimierung mit Hilfe von KV-
Diagrammen klar umrissen. Nachdem das KV-Diagramm ausgefiillt ist,
versuchen wir die Einsmenge mit einer minimalen Anzahl von Prim-
blocken zu iiberdecken. Ist die Uberdeckung konstruiert, so erzeugen
wir die minimierte Darstellung durch die disjunktive Verkniipfung aller
zugehorigen Primimplikanten.

Damit konnen wir die minimierte Schaltungsdarstellung fiir unsere Bei-
spielfunktion sofort aus Abbildung 6.7 ablesen:

y = (X1 AXZ)V (X1 Axp AX3) V(X1 AXZ AX3)

Die korrespondierende Hardware-Schaltung ist in Abbildung 6.9 zu se-
hen. Abschlieend sind in Abbildung 6.8 die einzelnen Schritte des Mi-
nimierungsverfahrens in Form einer Ubersicht zusammengefasst.

6.2.1 Minimierung partiell definierter Funktionen

Viele der in der Praxis auftretenden Schaltfunktionen sind nur unvoll-
standig definiert. In anderen Worten: Fiir gewisse Eingabekombinatio-
nen spielt der Ausgabewert keine Rolle. Hiufig treten partiell definierte
Funktionen dann auf, wenn die modellierte Hardware-Komponente als
Teilkomponente in eine grof3ere Schaltung eingebettet ist und aufgrund
der Struktur der Umgebungslogik nur ganz bestimmte Bitmuster an den
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Schritt 1: Erstellung des KV-Diagramms

Ausgehend von dem einfachsten KV-Diagramm mit zwei — —
Feldern wird das KV-Diagramm fiir n-stellige Funktionen
durch abwechselndes horizontales und vertikales Spiegeln }
X,
2

erzeugt. AnschlieBend werden die Funktionswerte aus der xz}
Wabhrheitstafel in das Diagramm eingezeichnet. Die Varia- }x 4
blenbelegung fiir jedes Feld kann aus der Randmarkierung

abgelesen werden. — —

o|j|o|Oo | O
o|j|o|Oo | o

]m

Schritt 2: Bestimmung der Primblocke

x X
Jedes Feld der Einsmenge des KV-Diagramms wird mit ei- }—Il—i —
nem Einerblock belegt. Gleich groe Nachbarblocke wer-

den sukzessive zu immer groferen Blocken zusammenge-

fasst. Die Zusammenfassung wird fortgesetzt, bis keine gro- xz]

Beren Blocke mehr gebildet werden konnen und damit al- }x 4

le Primblocke gefunden sind. Bei jeder Zusammenfassung

verdoppelt sich die Grofle des neu entstehenden Blocks. F ! f {

o|lo|o|o
—_
o
o|lo|o|o
o|lo|o|o

]m

Schritt 3: Bestimmung einer vollstiandigen Uberdeckung

Gesucht ist die kleinste Menge von Primblocken, die zusam-

men die Einsmenge vollstindig tiberdecken. Dazu wihlen |x1/\—-x4|;
wir zunichst alle Primbldcke aus, die ein einzelnes Feld der

Einsmenge alleine iiberdecken. Reichen diese noch nicht X2
zur Uberdeckung aller Einsfelder aus, nehmen wir weite-

re Primbldcke hinzu, bis eine vollstindige Uberdeckung er-

reicht ist. | "

0 X[ AXpAYS

Xy

_;Jo_s_s
N

Schritt 4: Extraktion der disjunktiven Minimalform

Jeder Primblock mit 2F Feldern wird durch einen Prim-

implikanten mit n — k Variablen charakterisiert. Die dis-

Jjunktiven Minimalform erhalten wir durch einfache ODER- _ ATL) V
) N S y = (nAXg)

Verkniipfung aller Primimplikanten. Im Allgemeinen gibt Ay AFE) V

es mehrere minimale Uberdeckungen fiir die Einsmenge (¥1 Ax2 AX3)

einer Funktion, so dass auch die disjunktive Minimalform (x1 AX¥2 Ax3)

nicht immer eindeutig ist.

Abbildung 6.8: Die Minimierung nach Karnaugh und Veitch im Uberblick
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)Cl x2 X3 X4

[
d &

Abbildung 6.9: Hardware-Umsetzung der
minimierten disjunktiven Form unserer Bei-
spielfunktion

0

w

0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1
2 0 0 1 0 0
3 0 0 1 1 1
4 0 1 0 0 0
5 0 1 0 1 1
6 0 1 1 0 0
7 0 1 1 1 1
8 1 0 0 0 0
9 1 0 0 1 0
10 1 0 1 0 -
11 1 0 1 1 -
12 1 1 0 0 -
R D D -
14 1 1 1 0 =
15 1 1 1 1 -

Tabelle 6.5: Beschrinken wir die Menge
der Eingabekombinationen auf die Men-
ge der giiltigen BCD-Ziffern, so erhalten
wir durch die entstehenden Don’t-Care-
Belegungen zusitzliche Freiheitsgrade fiir
die Minimierung.

Eingiingen generiert werden. In anderen Fillen beschrinkt die Spezifi-
kation einer Hardware-Schaltung die auftretenden Eingabekombinatio-
nen auf bestimmte Bitmuster.

So konnte beispielsweise die Spezifikation unserer Beispielfunktion aus
Abbildung 6.4 regeln, dass die Schaltung ausschlieBlich fiir die Klassifi-
kation von BCD-Ziffern verwendet werden darf. Da die giiltigen Einga-
bekombinationen damit nur noch die Zahlen im Bereich von 0 bis 9 um-
fassen, muss die konstruierte Schaltung nur noch fiir die Bitmuster 0000
(0) bis 1001 (9) eine definierte Ausgabe erzeugen. Fiir alle anderen Bit-
muster, die sogenannten Don’t-Care-Belegungen, konnen wir die Aus-
gabe stattdessen nach Belieben auf 0 oder 1 setzen. Obwohl der gewéhl-
te Wahrheitswert der Don’t-Care-Kombinationen fiir das korrekte Funk-
tionieren keine Rolle spielt, ist eine vorzeitige Festlegung auf einen spe-
ziellen Wert nicht ratsam — wir wiirden uns auf einen Schlag eines er-
heblichen Minimierungspotenzials entledigen. Aus diesem Grund mar-
kieren wir die Funktionswerte aller Don’t-Care-Belegungen zunéchst
mit einem Bindestrich (,,-), wie in Tabelle 6.5 dargestellt.

Genau wie oben tragen wir jetzt die Funktionswerte in das durch wech-
selweise Spiegelung erzeugte KV-Diagramm ein und fassen benachbar-
te Felder zu immer grofleren Blocken zusammen. Fiir alle Felder, die
mit ,,-* markiert sind, haben wir die freie Wahl, ob wir sie mit einem
Block iiberdecken oder unberiicksichtigt lassen. Damit wird das Opti-
mierungspotenzial deutlich, das durch die unvollstindige Definition ei-
ner booleschen Funktion entsteht. Eine Don’t-Care-Kombination neh-
men wir genau dann zur Einsmenge hinzu, wenn wir dadurch grofere
Blocke und damit eine kiirzere Formeldarstellung erhalten.

Abbildung 6.10 zeigt, dass wir fiir unsere Beispielfunktion eine
minimale Uberdeckung erhalten, wenn wir keine der Don’t-Care-
Belegungen in die Blockbildung einbeziehen. Damit ist die Schaltfunk-
tion fiir alle Belegungen der Don’t-Care-Menge gleich 0. Wie im ab-
gebildeten KV-Diagramm zu erkennen ist, konnen wir die Einsmenge
dann mit einem einzigen Primblock iiberdecken und erhalten die fol-
gende reduzierte Schaltungsdarstellung:

y = x1\Xa

Das Beispiel zeigt, dass durch die geschickte Ausnutzung der Don’t-
Care-Belegungen die GroBe der Hardware-Implementierung deutlich
reduziert werden kann. Die modifizierte Schaltung besteht, wie in Ab-
bildung 6.11 dargestellt, nur noch aus einem einzigen UND-Gatter mit
zwei Eingiingen und bendtigt damit weniger als ein Viertel des Platzbe-
darfs der Originalschaltung. Wir halten die Strategie fiir die Minimie-
rung partiell definierter Funktionen wie folgt fest:
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‘ Don’t-Care-Belegungen werden zunéchst in das KV-

~~ Diagramm tibernommen. Die Funktionswerte werden

@ = wihrend der Blockbildung so gewihlt, dass maximal
grofle Primblocke entstehen.

Inverse Blockbildung

Die Minimierung einer Schaltfunktion mit Hilfe von KV-Diagrammen
produziert eine minimierte Schaltungsdarstellung in disjunktiver Form.
Die Auswahl der kleinsten Menge von Primblécken zur Uberdeckung
aller Einsfelder stellt sicher, dass es keine andere disjunktive Form gibt,
mit der die gleiche Schaltfunktion kiirzer dargestellt werden kann. In
anderen Worten: Das Verfahren von Karnaugh und Veitch liefert uns ei-
ne disjunktive Minimalform. Mit einem kleinen Trick kénnen wir mit
Hilfe des gleichen Verfahrens neben einer disjunktiven Minimalform
auch eine konjunktive Minimalform aus dem KV-Diagramm ableiten.
Dazu konstruieren wir das KV-Diagramm wie gewohnt, tiberdecken im
Zuge der Blockbildung jedoch nicht die Einsmenge, sondern die Null-
menge der zu minimierenden Funktion.

Zur vollstindigen Uberdeckung der Nullmenge unserer Primzahlfunk-
tion sind drei Blocke notwendig, wie das entsprechende KV-Diagramm
in Abbildung 6.12 zeigt. Haben wir eine vollstindige Uberdeckung ge-
funden, konnen wir fiir jeden Block, wie im Falle der disjunktiven Form,
einen Primimplikanten ableiten und auf oberster Ebene mit Hilfe der
ODER-Operation verbinden. Da wir aber im Gegensatz zu oben die
Nullmenge und nicht die Einsmenge iiberdeckt haben, bildet die resul-
tierende disjunktive Form nicht die Funktion y, sondern deren Negation
y ab. Fassen wir alle Primimplikanten aus Abbildung 6.12 wie gewohnt
zusammen, so erhalten wir das folgende Zwischenergebnis:

¥y = (&) V(@ATZAxXL)V (x2 Ax3 Axg)

Obwohl die Funktion in disjunktiver Form vorliegt, sind wir fast am
Ziel. Mit Hilfe der Doppelnegation und der Regel von De Morgan kon-
nen wir die disjunktive Minimalform der Funktion y auf einen Schlag
in die gesuchte konjunktive Minimalform der Originalfunktion y tiber-
fiihren:

= () V(@A AX)V (02 Ax3 Axg)

<
|

<l
|

= @) A@ATGAX) A (2 Ax3 AXyg)
= (x))A(x2Vx3 V1) A (¥ VX3 VXg)

J Il
EE

Abbildung 6.10: KV-Diagramm unserer
modifizierten Beispielfunktion

Xl )C2 X3 .X4

— Y

Abbildung 6.11: Hardware-Implemen-
tierung unserer Beispielfunktion unter
geschickter Ausnutzung der Don’t-Care-
Belegungen
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off1]1}o
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Abbildung 6.12: Erster Schritt zur Er-
zeugung einer konjunktiven Minimalform:
Uberdeckung der Nullmenge
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Abbildung 6.13: Das abgebildete Schalt-
netz produziert fiir den dargestellten Si-
gnalwechsel einen Logik-Hazard, wenn die
Schaltzeit Ay groBer ist als die Summe der
Schaltzeiten A und Az. Im KV-Diagramm
lassen sich potenzielle Hazards auf einfache
Weise erkennen.

Es gilt an dieser Stelle unbedingt zu beachten, dass sich die Polaritét al-
ler Variablen durch die Anwendung der Regel von De Morgan umkehrt.
Da sich jedoch weder die Anzahl der Primimplikanten dndert noch Va-
riablen hinzukommen oder entfallen, konnen wir die konjunktive Nor-
malform auch direkt aus dem Diagramm ablesen. Bei der Bestimmung
der Primimplikanten miissen wir im Vergleich mit dem Originalverfah-
ren daher die Variablen einfach in umgekehrter Polaritit aufnehmen und
mit Hilfe der ODER- anstelle der UND-Verkniipfung verbinden. An-
schliefend werden alle Primimplikanten auf oberster Ebene mit Hilfe
der UND-Verkniipfung zu einer konjunktiven Minimalform verbunden.

6.2.2 Konstruktion Hazard-freier Schaltungen

Neben der Erzeugung einer minimierten Darstellung in disjunkti-
ver oder konjunktiver Form konnen KV-Diagramme dazu verwen-
det werden, bestimmte Aspekte des Schaltverhaltens einer Hardware-
Implementierung zu untersuchen. Insbesondere erdffnet uns die spezi-
elle visuelle Anordnung der Funktionswerte die Moglichkeit, mit weni-
gen Blicken zu erkennen, ob ein Schaltnetz anfillig gegeniiber Logik-
Hazards ist. Wie wir in Abschnitt 5.5.2 bereits gelernt haben, sprechen
wir von einem Logik-Hazard immer dann, wenn der Wechsel eines ein-
zigen Eingangssignals kurzzeitig zu einem Wechsel des Ausgangssi-
gnals fiithren kann, obwohl der Wert des Schaltnetzausgangs nach den
Regeln der booleschen Algebra konstant bleiben miisste. Als Grund fiir
die auftretenden Storimpulse (Hazards) haben wir die Laufzeitdifferen-
zen der verschiedenen Signalwege ausgemacht.

Wir wollen uns der Problematik der Logik-Hazards nun von der Sei-
te der KV-Diagramme aus nihern und betrachten hierzu erneut die
Hardware-Schaltung, die wir bereits in Abschnitt 5.5.2 zur Demonstra-
tion eines Logik-Hazards herangezogen haben. Das Schaltnetz und der
verursachende Signalverlauf sind zusammen mit dem entsprechenden
KV-Diagramm in Abbildung 6.13 dargestellt.

Der Storimpuls entstand, da wir in unserem Beispiel die Verzogerungs-
zeit Ay groBer als die Summe der Verzogerungszeiten A; plus Az wihl-
ten. Sind die Signale xi, x, x3 auf 1 und x4 auf O, so verursacht der
Wechsel von x3 auf O einen Logik-Hazard am Schaltnetzausgang y. Ein
genauerer Blick auf den Signalverlauf offenbart, dass der Storimpuls
genau deshalb entsteht, da sich aufgrund der Signallaufzeiten alle Aus-
ginge der UND-Stufe kurzzeitig im Zustand O befinden.

Hier kommt uns die Anordnung der Funktionswerte innerhalb des KV-



6.2 Karnaugh-Veitch-Diagramme

Diagramms zugute und ermdglicht, das potenzielle Auftreten eines
Logik-Hazards einfach zu erkennen. Den im Zeitdiagramm festgehal-
tenen Storimpuls haben wir erzeugt, indem wir die Belegung der Ein-
gangsvariablen (x,x2,x3,x4) von (1,1,1,0) auf (1,1,0,0) wechseln lie-
Ben. Die Belegung der Eingangssignale mit (1,1,1,0) wird im KV-
Diagramm durch das Feld in der zweiten Zeile und dritten Spalte re-
présentiert. Wie in Abbildung 6.14 dargestellt, entspricht der Wechsel
der Variablen x3 von 1 auf 0 der Bewegung um ein Feld nach links.

Werfen wir jetzt einen Blick auf die von uns gebildeten Primblocke,
so wird klar, warum die Ausginge beider UND-Gatter gleichzeitig den
Wert 0 einnehmen konnen: Beide Blocke liegen iiberlappungsfrei ne-
beneinander. Durch das Verlassen des rechten Blocks x3 A x4 fillt das
Signal y auf 0 und wird mit dem gegebenen zeitlichen Verhalten erst
spater durch das Betreten des linken Blocks xjx;X3 wieder zu 1. Wir
halten unsere Beobachtung wie folgt fest:

. / Ein Logik-Hazard kann immer dann entstehen, wenn
— zwei Primbldcke im KV-Diagramm tiberlappungsfrei
aneinandergrenzen.

Anders formuliert bedeutet die angestellte Uberlegung nichts anderes,
als dass Logik-Hazards effektiv verhindert werden, wenn fiir jeden
Ubergang zwischen zwei Eingangsbelegungen der Einsmenge stets ein
Gatter existiert, dessen Ausgangssignal fiir beide Belegungen gleich 1
ist. In anderen Worten: Eine Schaltfunktion ist gegen Logik-Hazards
abgesichert, falls alle Paare benachbarter Einsfelder im KV-Diagramm
mindestens einem gemeinsamen Primblock angehdren.

Wir bekommen hiermit unmittelbar ein Verfahren zur Seite gestellt, mit
dem wir eine Schaltfunktion nachtriglich gegen Logik-Hazards absi-
chern konnen. Anhand des KV-Diagramms {iiberpriifen wir zunichst,
ob die Primblocke so gewihlt sind, dass tiberlappungsfreie Einsiiber-
ginge existieren. Ist dies der Fall, tiberdecken wir sukzessive jede die-
ser Nahtstellen mit einem zusitzlichen Block. Fiir unsere Beispiel-
schaltung konnen wir den einzigen iiberlappungsfreien Ubergang be-
seitigen, indem wir, wie in Abbildung 6.15 gezeigt, den Zweierblock
x1 Axo» A Xg als weiteren Primblock hinzunehmen. Die entstehende
Hardware-Implementierung ist ebenfalls dargestellt und entspricht ex-
akt der bereits in Abschnitt 5.5.2 ohne Begriindung eingefiihrten Imple-
mentierung.
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Abbildung 6.14: Der Wechsel des Signals
x3 von 1 auf 0 entspricht im KV-Diagramm
der Bewegung um ein Feld nach links.
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Abbildung 6.15: Beseitigung der Hazard-
Problematik durch Hinzufiigen eines weite-
ren Blocks
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Abbildung 6.16: In KV-Diagrammen mit
funf oder mehr Variablen wird die Block-
bildung schwierig.

6.2.3 Minimierung mehrstelliger Funktionen

Alle der bisher betrachteten Beispielschaltungen konnten wir mit Hilfe
von KV-Diagrammen auf recht einfache und vor allem effiziente Wei-
se in eine disjunktive oder konjunktive Minimalform tiberfiihren. Die
Schaltnetze, die wir zur Minimierung herangezogen haben, waren je-
doch allesamt vergleichsweise klein, so dass wir uns in diesem Ab-
schnitt mit der Frage beschéftigen wollen, ob sich Schaltfunktionen mit
fiinf oder mehr Eingangsvariablen genauso einfach minimieren lassen.

Dazu betrachten wir die beiden KV-Diagramme in Abbildung 6.16. Wie
im Falle kleinerer Diagramme sind die Variablenbelegungen zweier ne-
beneinander angeordneter Felder im Sinne von Definition 6.1 benach-
bart. In anderen Worten: Sie unterscheiden sich in der Belegung von ge-
nau einer Variablen. In Diagrammen mit bis zu vier Variablen galt bis-
her auch die Umkehrung, d. h., die Felder benachbarter Variablenbele-
gungen grenzen im KV-Diagramm unmittelbar aneinander. Genau diese
Eigenschaft geht in Diagrammen mit fiinf oder mehr Variablen verlo-
ren, mit einschneidenden Konsequenzen fiir die Blockbildung: Da die
Felder benachbarter Variablenbelegungen jetzt weit voneinander ent-
fernt angeordnet sein konnen, setzen sich viele Blocke aus mehreren
Fragmenten zusammen. Konnten wir die Primblocke in kleineren Dia-
grammen mit nahezu einem einzigen Blick ausmachen, so miissen wir
jetzt schon genauer hinsehen, um alle zusammenfassbaren Felder zu er-
kennen. So lassen sich die Einsmengen beider Beispielfunktionen aus
Abbildung 6.16 (oben) mit einem einzigen Block tiberdecken und wir
erhalten die folgende Formeldarstellung:

Erstes Diagramm: = X AX;

Zweites Diagramm: = x] Axp

Eine Moglichkeit, das Nachbarschaftsproblem fiir Diagramme mit fiinf
oder mehr Variablen zu l6sen, ist die dreidimensionale Anordnung der
einzelnen Felder, wie in Abbildung 6.16 (unten) gezeigt. Diese Art der
Darstellung besitzt jedoch zwei wesentliche Nachteile. Zum einen lédsst
sich die rdumliche Verteilung der Diagrammfelder nur schwierig auf
Papier bringen. Zum anderen ist die Erkennung von Blocken iiber drei
Dimensionen hinweg ein recht schwieriges Unterfangen, so dass diese
Diagrammart fiir die praktische Arbeit insgesamt keine ernsthafte Al-
ternative bietet. Ohnehin wird das Problem durch das Ausweichen in
die dritte Dimension lediglich verlagert, da sich auf diese Weise nur
Funktionen mit bis zu sechs Variablen darstellen lassen.



6.3 Quine-McCluskey-Verfahren 197

-

6.3 Quine-McCluskey-Verfahren
0 0

0 0 0 0
Mit den KV-Diagrammen haben wir ein effizientes Hilfsmittel zur Mi- i g g ? (1) :)
nimierung boolescher Funktionen kennen gelernt. Obwohl die Anwen- : 3 5 ’ ) ;
dung des Verfahrens auf Funktionen mit fiinf oder sechs Variablen im- )
mer noch moglich ist, wird die Minimierung durch die kompliziertere ‘. 1 0 0 0
Blockbildung erheblich erschwert. Betrachten wir noch grofere Funk- 5 L 0 L L
tionen mit sieben oder mehr Variablen, so stoft die grafische Minimie- 610 1 1 0 0
rung vollends an ihre Grenzen. 7.0 1 1 1 1

8 1 0 0 0 0
Genau hier setzen die tabellarischen Minimierungsverfahren an, mit de- 0 1 0 0 1 0
ren Hilfe auch vielstellige Funktionen minimiert werden kdnnen. Das 0 A 0 1 0 0
Quine-McCluskey-Verfahren (QMCV) ist deren bekanntester Vertreter 11 B 0 1 1 1
und geht auf die bereits Mitte der Fiinfzigerjahre veroffentlichten Ar- - 1 0 0 0
beiten der beiden Amerikaner Willard Van Orman Quine und Edward J. ]
McCluskey zuriick [60,75]. Die Minimierung nach Quine und McClus- 13 . 1 0 1 !
key lauft in drei Schritten ab. 14 . 1 ! g 0

15 1 1 1 1 0
Schritt 1: Konstruktion der ersten Quine’schen Tabelle @
Ahnlich der Minimierung mit Hilfe von KV-Diagrammen werden im i
Verfahren von Quine und McCluskey benachbarte Variablenbelegun- - 8 - 1
gen zu immer groferen Blocken zusammengefasst. Die Blocke werden B
dabei jedoch nicht grafisch markiert, sondern in Form von Tabellen- > 1 0 1
eintrigen untereinander aufgelistet. Die erste Quine’sche Tabelle wird 7 . L L L
konstruiert, indem zunichst alle Implikanten nullter Ordnung bestimmt 11 0 ! E

1 1 0 1

werden. Ein solcher Implikant reprisentiert exakt eine Variablenbele- 13
gung der Einsmenge und entspricht damit genau einer einzigen Zeile
der Wahrheitstafel. Folgerichtig konnen wir die Implikanten, wie in Ta-
belle 6.6 gezeigt, ohne weiteres Zutun aus der Wahrheitstafel der zu
minimierenden Funktion ablesen.

Tabelle 6.6: Als Vorbereitung zur Kon-
struktion der ersten Quine’schen Tabelle
werden alle Variablenbelegungen der Eins-
menge aus der Wahrheitstafel extrahiert.

Ausgehend von den Implikanten nullter Ordnung konstruieren wir, wie
in Tabelle 6.7 dargestellt, die Implikanten der Ordnung eins, zwei usw.,
indem wir alle Variablenbelegungen, die sich in genau einer Variablen
unterscheiden, zusammenfassen und in die Tabelle aufnehmen. Zur ein-
facheren Orientierung tragen wir in die erste Spalte jeweils die Indizes
der zusammengefassten Zeilen ein und markieren die zusammengefass-
ten Variablenbelegungen zusitzlich mit einem Haken. Damit das Ver-
fahren eine optimale Losung produziert, miissen wir darauf achten, alle
moglichen Implikanten zu berechnen. Das bedeutet, dass wir zur Kon-
struktion der Implikanten der Ordnung n+ 1 alle Paare von Implikanten
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1

1,3,5,

Tabelle 6.7: Die vollstindig entwickelte
Quine’sche Tabelle fiir unsere Beispiel-

funktion

Quine’sche Tabelle
nullter Ordnung:

0

2
0 0

—1—jel@]=
— A=l =1 1=
=1 -1-1=1-

Quine’sche Tabelle
erster Ordnung:

0 0 -

o
=
1

Quine’sche Tabelle
zweiter Ordnung:

— 1101011

— 0010111

7 G BE = 1

RSN«

SN

der Ordnung 7 untersuchen miissen. Des Weiteren gibt es zu beachten,
dass Implikanten der Ordnung zwei oder hoher wihrend des Aufbaus
der ersten Quine’schen Tabelle stets mehrfach erzeugt werden. Um Du-
plikate zu vermeiden, wird die Quine’sche Tabelle daher nur mit neuen
Implikanten erweitert.

Zwischen den Eintrdgen der Quine’schen Tabelle und den Blocken in
KV-Diagrammen besteht eine direkte Beziehung. Jeder Implikant der
ersten Quine’schen Tabelle der Ordnung n entspricht einem Block im
KV-Diagramm, der exakt 2" Felder iiberdeckt. Auch die Primimplikan-
ten besitzen einen direkten Partner in der ersten Quine’schen Tabelle —
sie entsprechen genau denjenigen Eintrdgen, die nicht mehr weiter zu-
sammengefasst werden konnen und daher nicht mit einem Haken mar-
kiert sind.

Schritt 2: Konstruktion der Primimplikantentafel

Ist die erste Quine’sche Tabelle vollstindig aufgebaut, werden alle
Primimplikanten in die zweite Quine’sche Tabelle — die Primimplikan-
tentafel — tibertragen. Die zweite Quine’sche Tabelle enthilt fiir jede
Variablenbelegung der Einsmenge eine separate Spalte sowie fiir jeden
Primimplikanten eine eigene Zeile. Die von einem Primimplikanten ab-
gedeckten Variablenbelegungen werden in der entsprechenden Spalte
mit einem Kreuz markiert. Fiir unsere Beispielfunktion ist die zweite
Quine’sche Tabelle in Tabelle 6.8 dargestellt.

Schritt 3: Konstruktion einer minimalen Uberdeckung

Ist die zweite Quine’sche Tabelle ausgefiillt, so versuchen wir, analog
zur grafischen Minimierung mit KV-Diagrammen, die Einsmenge mit
einer minimalen Anzahl von Primimplikanten zu erfassen. Folgerichtig
gehen wir auch hier in zwei Schritten vor:

B Zunichst bestimmen wir diejenigen Primimplikanten, die eine Va-
riablenbelegung alleine iiberdecken, da wir diese zur Funktionsdar-
stellung auf jeden Fall benétigen. In der Primimplikantentafel sind
diese Belegungen mit dem puren Auge zu erkennen — wir miissen le-
diglich nach Spalten suchen, die mit einem einzigen Kreuz markiert
sind. In unserem Beispiel decken die Primimplikanten (-,0,1,1),
(-,1,0,1), (0,-,-,1) jeweils eine bestimmte Variablenbelegung alleine
ab und werden daher vorab ausgewihlt.
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EEEEEEEN ' 5 7 B
3,11 - 0 1 1

5,13 = 1 0 1 b 4 b 4
1,3,5,7 0 = = 1 X X X X

W Jetzt fiigen wir so lange weitere hinzu, bis eine vollstindige Uberde-
ckung erreicht wird. In unserem Beispiel decken bereits die im ersten
Schritt ausgewihlten Primimplikanten alle Elemente der Einsmenge
ab, so dass wir keine weiteren Implikanten bendtigen.

Anschlieend werden die ausgewéhlten Primimplikanten in ihre For-
meldarstellung tibersetzt und disjunktiv verkniipft. So erhalten wir auf
einen Schlag eine disjunktive Minimalform. Angewendet auf unsere
Beispielfunktion, erhalten wir exakt die gleiche Losung wie im Fall der
Minimierung mit Hilfe von KV-Diagrammen:

y = (X1 AX2) V(X1 Axa AX3) V (x1 AX2 Ax3)

Im direkten Vergleich mit der grafischen Minimierung nach Karnaugh
und Veitch besticht das Verfahren von Quine und McCluskey vor allem
durch seine gute Automatisierbarkeit und findet sich in abgewandelter
Form in vielen Algorithmen der computergestiitzten Schaltungssynthe-
se wieder. Bedingt durch seine mechanische Natur kann das Verfahren
auf boolesche Ausdriicke mit einer beliebigen Anzahl Variablen ange-
wendet werden.

Minimierung partiell definierter Funktionen

Partiell definierte Funktionen konnen ebenfalls mit Hilfe des Quine-
McCluskey-Verfahrens minimiert werden. Um das Potenzial der Don’t-
Care-Belegungen optimal zu nutzen, diirfen wir uns entsprechend
der Minimierung mit KV-Diagrammen nicht frithzeitig auf einen fes-
ten Funktionswert festlegen. Deshalb nehmen wir alle Don’t-Care-
Belegungen, wie in Tabelle 6.9 demonstriert, zunéchst in die erste Qui-
ne’sche Tabelle mit auf. Anschlielend vervollstindigen wir die Tabel-
le wie bisher durch die sukzessive Zusammenfassung passender Impli-
kanten. Das Beispiel ldsst deutlich werden, dass durch die Hinzunahme
aller Don’t-Care-Belegungen innerhalb der ersten Quine’schen Tabelle
erheblich mehr Kombinationsmdoglichkeiten entstehen. Je mehr zusam-
menfassbare Implikanten vorhanden sind, desto hoher wird die Wahr-
scheinlichkeit, auch groBere Implikanten bilden zu kénnen.

Tabelle 6.8: In der zweiten Quine’schen
Tabelle werden alle Primimplikanten zei-
lenweise angeordnet. Die Kreuze markie-
ren alle von einem Primimplikanten abge-
deckten Elemente der Einsmenge.

Die Minimierung boolescher Funktionen
fallt in die Klasse der NP-harten Proble-
me. Dies bedeutet fiir die Praxis, dass die
Laufzeit eines Algorithmus, der das Mi-
nimierungsproblem exakt 10st, exponen-
tiell mit der Anzahl der Variablen der
zu minimierenden Schaltfunktion wichst.
Genau wie die Methode von Karnaugh
und Veitch gehort auch die Vorgehens-
weise von Quine und McCluskey zu den
exakten Verfahren, so dass die Kom-
plexitit des Minimierungsproblems die
praktische Anwendbarkeit der Algorith-
men stark limitiert. In der Praxis wird
das Quine-McCluskey-Verfahren deshalb
nicht in seiner Reinform eingesetzt. Statt-
dessen wird der Algorithmus mit zahl-
reichen Heuristiken kombiniert, die das
exponentielle Anwachsen von Speicher-
platz und Rechenzeit verhindern. Die Ex-
aktheit des Verfahrens wird aus Kom-
plexititsgriinden bewusst aufgegeben, mit
der Konsequenz, dass nicht mehr in je-
dem Fall die optimale Losung gefunden
wird. Zu den bekanntesten heuristischen
Verfahren zur Schaltungsminimierung ge-
hort das an der UC Berkeley entwickelte
Espresso-System [63], das sowohl im aka-
demischen als auch im industriellen Um-
feld gleichermallen Verwendung findet.
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Implikanten Implikanten Implikanten
nullter Ordnung: erster Ordnung: zweiter Ordnung:
1 0 0 0 1 v 1,3 0 0 - 1 v 1,3,5,7 0 - - 1
3.0 0 1 1 v 1,5 0 - 0 1 v 37,1115 | = - 1 1
50 1 0 1 v 37 10 - 1 1 v 12,13,14,15 | 1 1 - -
70 1 1 1 v 3,11 - 0 1 1 v 5,7,13,15 | - 1 - 1
10 1 0 1 0o v 57 1 0 1 - 1 v 10,11,14,15 | 1 - 1 -
11 1 0 1 1 v A3 1 - 1 0 1 v
12 1 1 0 0 v 7,15 - 1 1 1 v
13 1 1 0 1 v 10,11 1 0 1 v
14 1 1 1 0 v 10,14 1 - 1 0 v
15 | 1 1 1 1 v 11,15 [0 - 1 v
12,13 1 1 0 - v
12,14 1 1 - 0 v
13,15 1 1 - v
14,15 1 1 1 - v
EIEEAEE 3 5 7 0 11 2 13 14 15
1,357 0 - - 1 b 4 b 4 b 4
3,7,11,15 = - X X X X
12,13,14,15 [ 1 - b 4 b 4 X b 4
5,7,13,15 [ = 1 b 4 X b 4 b 4
10,11,14,15 [ - - X b 4 X b 4

Tabelle 6.9: Boolesche Minimierung von Don’t-Care-Funktionen mit dem Quine-McCluskey-Verfahren. Die oberen drei Ta-
bellen bilden zusammen die erste Quine’sche Tabelle. Unten ist die Primimplikantentafel abgebildet.

Ist die erste Quine’sche Tabelle vollstindig konstruiert, iibertragen wir
alle berechneten Primimplikanten in die zweite Quine’sche Tabelle und
bestimmen wie gewohnt eine minimale Uberdeckung der Einsmenge.
An dieser Stelle gilt es zu beachten, dass die Variablenbelegungen der
Don’t-Care-Menge nicht tiberdeckt werden miissen. Zur besseren Un-
terscheidung sind die entsprechenden Belegungen in Tabelle 6.9 grau
unterlegt. Ein Blick auf die zweite Quine’sche Tabelle zeigt, dass die
Elemente der Einsmenge bereits durch einen einzigen Primimplikanten
abgedeckt werden, und wir erhalten mit

Yy = X1 A\Xg4

die gleiche Minimalform, die wir bereits weiter oben mit der Hilfe von
KV-Diagrammen ermittelt haben.
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6.4 Ubungsaufgaben

Ein KV-Diagramm fiir n-stellige Funktionen wird durch (1) -faches wechselseiti- Auigabe 6;;

ges (2) und (3) spiegeln konstruiert. Ein KV- Webcode
5865

Diagramm fiir n-stellige Funktionen enthilt genau (4) Felder. Zwei Blocke lassen

sich genau dann zu einem groBeren Block zusammentfassen, falls sie (5)

und (6) sind. Ein Block, der nicht mehr vergroert werden kann, heif3t
@) . Jeder Block wird durch einen booleschen Ausdruck beschrieben,
den sogenannten (8) . Zur Erzeugung einer (9) Mi-

nimalform wird die Einsmenge mit Primblocken iiberdeckt. Durch die Uberdeckung der Null-

menge ldsst sich in analoger Weise eine (10) Minimalform entwickeln.

Variablenbelegungen, die an den Eingédngen einer Schaltung nicht anliegen kénnen oder diir-

fen, werden als (11) -Belegung bezeichnet und im KV-Diagramm mit
(12) markiert. Die entsprechenden Felder werden in der Blockbildungsphase genau

dann iiberdeckt, wenn hierdurch (13) Blocke entstehen.

In KV-Diagrammen ab (14) Variablen stehen benachbarte Variablenbelegungen nicht
mehr in jedem Fall unter- oder nebeneinander. Mit Hilfe dreidimensionaler Diagramme kon-

nen Funktionen mit maximal (15) Variablen minimiert werden.

Storimpulse, die dann entstehen, wenn sich genau eine Eingangsvariable dndert,

werden als (16) bezeichnet. Eine mit Hilfe von KV-

Diagrammen minimierte Funktion ist gegen solche Stérimpulse abgesichert, wenn es keine

(17) Primblocke gibt. Selbst in abgesicherten Schaltun-

gen konnen Storimpulse entstehen, die als (18) bezeichnet wer-

den.
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Aufgabe 6.2 Erzeugen Sie fiir die beiden unten abgebildeten Funktionen y; und y; ein KV-Diagramm und
& berechnen Sie eine disjunktive Minimalform.
Webcode
5235
0[O0 0 0 1 0f 0 0 0 0 1
1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1
2 0 1 0 1 2 0 0 1 0 1
3 0 1 1 1 3 0 0 1 1 1
4 1 0 0 1 4 10 1 0 0 0
5 1 0 1 0 5 0 1 0 1 0
6 1 1 0 0 6 0 1 1 0 0
7 1 1 1 1 7 0 1 1 1 0
8 1 0 0 0 1
9 1 0 0 1 1
10 1 0 1 0 0
11 1 0 1 1 0
12 1 1 0 0 0
13 1 1 0 1 0
14 1 1 1 0 0
15 1 1 1 1 0
Aufgabe 6.3 Sind die folgenden beiden Schaltnetze dquivalent? Stellen Sie zur Beantwortung der Frage
ata) fiir beide Schaltungen ein KV-Diagramm auf und tragen Sie die Funktionswerte sowie die
Webcode durch die UND-Glieder reprisentierten Blocke ein. Was stellen Sie fest?
5421
X| Xy X3 Xy Xy Xp X3 Xy
9 & | g&
4
& &
e B | e . s B e L
& [ & |-
g & | 9 & ||
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Minimieren Sie die booleschen Funktionen, die durch die folgenden KV-Diagramme gegeben Aufgabe 6.4
sind: #o i
Webcode
X, X X, X 5129
110|001 [1T]|1(1 o|jofofofojojoj|o
X 110|011 [0|O0(H1 X, o(1(1(1f1]1]1]0
1 110|011 [0|O0({H1 X, 1 o111 f1]1]1]0 X,
110|0|0|0O|0O |01 o111 f1]1]1]0
o|jo|(ofofojojoj|o o(1((1(1f1]1]1]0
110|011 |[0|O0{1
% xg of1[1[1[1[1[1]0 %
110|011 ]1[0|O0({1 oj1 (11 f1]1]1]0
ojofofoOf1]1]1]1 ojofojofofojof|o
X X
N 3o——x,
Beachten Sie, dass in KV-Diagrammen mit fiinf oder mehr Variablen benachbarte Variablen-
belegungen nicht mehr in jedem Fall nebeneinander angeordnet sind und Blocke dadurch aus
verschiedenen Fragmenten zusammengesetzt sein konnen.
Betrachten Sie das folgende Schaltnetz sowie das zugehorige KV-Diagramm. Ist die Schal- Aufgabe 6.5
tung gegen Logik-Hazards abgesichert? Falls ja, warum? Falls nein, sichern Sie das Fodo
Schaltnetz gegen Logik-Hazards ab. Webcode
5954

xl x2 x3 x4

|OO (BO

olofo]o

*2
=1, oooo[
X4

L))o

L4
Q0
%
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Aufgabe 6.6 Bei dem abgebildeten Schaltnetz handelt es sich um dasjenige, das Sie im Ubungsteil des
T letzten Kapitels bereits auf Hazards untersucht haben. Tragen Sie die implementierte
Webcode Funktion in das abgebildete KV-Diagramm ein und sichern Sie das Schaltnetz gegen
5392 Logik-Hazards ab.
xl x2 X3 )C4
|
1 1
X
0 o) —
| & [
4
Y,
e | g
>1 L,
& |73 RS
& ™4
Uberpriifen Sie anhand Ihrer Losung, ob Sie bei Ihrer Analyse im letzten Kapitel alle Hazards
gefunden haben.
Aufgabe 6.7 In Kapitel 4 haben Sie die Reed-Muller-Normalform kennen gelernt, die eine boolesche
alara) Funktion durch die XOR-Verkniipfung mehrerer Basisterme darstellt, die ausschlieBlich
Webcode nicht negierte, konjunktiv verkniipfte Variablen enthalten diirfen. Konnen Sie sich eine
5112 Blockbildungsvorschrift vorstellen, mit deren Hilfe sich die Reed-Muller-Normalform aus
einem KV-Diagramm extrahieren ldsst?
Aufgabe 6.8 Geben Sie alle vierstelligen Funktionen an, fiir die die disjunktive Minimalform gleich der
alalal disjunktiven Normalform und gleichzeitig die konjunktive Minimalform gleich der
Webcode konjunktiven Normalform ist.
5343

Tipp: Uberlegen Sie sich hierzu zunichst, wie das KV-Diagramm dieser Funktionen aussehen
miisste.





