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Einflihrung in
Algorithmen

In diesem Kapitel:

m Die Grundlagen fiir das Verstindnis dieses Buchs.
m Du wirst einen ersten Suchalgorithmus programmieren (eine binire Suche).

m Du wirst erfahren, wie man die Laufzeit eines Algorithmus mit der Landau-
Notation beschreibt.

1.1 Einfiihrung

Ein Algorithmus ist eine Reihe von Anweisungen, die eine Aufgabe ausfithren. Man
konnte eigentlich jeden Codeschnipsel als Algorithmus bezeichnen, aber dieses
Buch befasst sich mit den interessanteren Aspekten. Die Algorithmen in diesem
Buch habe ich ausgewihlt, weil sie schnell sind, interessante Aufgabenstellungen
l6sen oder beides. Hier sind einige der Highlights:

m Dieses Kapitel beschreibt die binire Suche und fiithrt vor, wie ein Algorithmus
deinen Code beschleunigen kann. In einem der Beispiele wird die Anzahl der
erforderlichen Schritte von 4 Milliarden auf nur 32 reduziert!

m Ein GPS-Empfinger verwendet Graphenalgorithmen (die in Kapitel 6, Kapitel 9
und Kapitel 10 er6rtert werden), um die kiirzeste Route zu einem Ziel zu berech-
nen.

® Du kannst die dynamische Programmierung (siehe Kapitel 11) dazu verwen-
den, einen Algorithmus zu schreiben, der Dame spielt.
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Kapitel 1
Einfihrung in Algorithmen

Ich werde hierfiir jeweils einen Algorithmus erldutern und ein Beispiel dafiir zei-
gen. Anschlieflend betrachten wir die Laufzeit des Algorithmus mithilfe der Landau-
Notation (Landau-Symbole). Und schlieflich erfihrst du, welche anderen Aufgaben-
stellungen mit demselben Algorithmus geldst werden kénnen.

1.1.1  Performance

Die gute Nachricht ist, dass Implementierungen der Algorithmen, die in diesem
Buch beschrieben werden, sehr wahrscheinlich in deiner Lieblingsprogrammier-
sprache verfiigbar sind. Du musst die Algorithmen also nicht alle selbst schreiben!
Allerdings sind diese Implementierungen nutzlos, wenn du deren Vor- und Nach-
teile nicht verstehst. In diesem Buch lernst du, die Vor- und Nachteile verschie-
dener Algorithmen miteinander zu vergleichen: Solltest du fiir eine bestimmte
Aufgabe Mergesort oder lieber Quicksort verwenden? Ist ein Array oder eine Liste
besser geeignet? Die Verwendung einer anderen Datenstruktur kann einen sehr
groflen Unterschied ausmachen.

1.1.2 Problemlésungen

Du wirst zudem Verfahren zur Probleml6sung fiir Aufgaben kennenlernen, an die
du dich bislang vielleicht nicht herangetraut hast. Einige Beispiele:

m Falls du Videospiele magst, kannst du ein System fiir die Kiinstliche Intelligenz
(KI) programmieren, das Graphenalgorithmen verwendet und das den User im
Spiel verfolgt.

m Du wirst erfahren, wie du mit dem k-Nichste-Nachbarn-Algorithmus (k-Nearest-
Neighbors-Algorithmus) ein Empfehlungssystem entwickeln kannst.

B Manche Aufgaben lassen sich nicht in angemessen kurzer Zeit 16sen. Der Ab-
schnitt des Buchs itber NP-vollstindige Probleme beschreibt, wie du solche
Probleme erkennen kannst und stellt einen Algorithmus vor, der dir eine Na-
herungslésung liefert.

Allgemeiner formuliert: Nach der Lektiire dieses Buchs werden dir einige der
meisten verbreiteten und fiir sehr viele Fille anwendbaren Algorithmen vertraut
sein. Mit dem Wissen aus diesem Buch kannst du dich spezielleren Algorithmen
fur die KI, fiir Datenbanken usw. zuwenden oder dich noch gréferen Herausfor-
derungen stellen.

Erforderliche Kenntnisse

Fiir die weitere Lektiire des Buchs benétigst du Grundkenntnisse der Algebra.
Betrachte beispielsweise die folgende Funktion: f(x) =x x 2. Welchen Wert be-
sitzt dann f(5)? Wenn deine Antwort 10 lautet, bist du bereit.
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Binire Suche

Dariiber hinaus ist dieses Kapitel (wie das ganze Buch) leichter verstindlich,
wenn dir eine Programmiersprache vertraut ist. Die Beispiele in diesem Buch
sind in Python geschrieben. Falls du noch keine Programmiersprache kennst
und eine erlernen mochtest, solltest du Python wihlen — die Sprache ist hervor-
ragend fiir Anfinger geeignet. Wenn du eine andere dir bekannte Programmier-
sprache (wie z. B. Ruby) verwenden machtest, ist das problemlos maglich.

1.2 Binire Suche

Nehmen wir an, du suchst in einem Telefonbuch nach einer
Person (wie altmodisch das klingt!). Der Name beginnt mit K.
Du konntest nun am Anfang des Telefonbuchs loslegen und
so lange blattern, bis du zum Buchstaben K gelangst. Wahr-
scheinlich wirst du mit der Suche jedoch eher in der Mitte
anfangen, weil du weif3t, dass sich die Eintrige mit K unge-
fihr in der Mitte des Telefonbuchs befinden.

Oder du stellst dir vor, dass du einen Begriff, der mit dem
Buchstaben O beginnt, in einem Worterbuch suchst. Auch in
diesem Fall wirst du mit der Suche in der Nihe der Mitte
beginnen.

Und nun stelle dir vor, dass du dich bei Facebook anmeldest. Facebook muss dann
tiberpriifen, ob du ein Konto besitzt und dementsprechend in einer Datenbank
nach deinem Namen suchen. Nehmen wir an, dein Username lautet karlmageddon.
Facebook kénnte nun beim Buchstaben A mit der Suche anfangen — allerdings ist
es sinnvoller, irgendwo in der Mitte anzufangen.

Bei dieser Aufgabe handelt es sich um eine
Suche. Zur Losung solcher Aufgaben kommt
stets der gleiche Algorithmus zum Einsatz: die
bindre Suche.

Die binire Suche ist ein Algorithmus, dessen Ein-
gabe aus einer sortierten Liste von Elementen be-
steht. (Ich erklire spiter, warum die Liste sortiert
sein muss.) Wenn das gesuchte Element in dieser
Liste enthalten ist, liefert die binire Suche die Position zuriick, an der es sich befin-
det. Andernfalls gibt die binire Suche den Wert nu11 zuriick.
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Zum Beispiel:

"KRAMERICA AG" "VANDELAY AG"

KRAMERICA AG

STEHT IM
|
\b L TELEFONBUCH l\,

1440 HIEY T NuULL
i

VANDELAY AG
STEHT NICHT IM
TELEFONBUCH

Hier ist ein Beispiel fiir die Funktionsweise der biniren Suche. Ich denke an eine
Zahl zwischen 1 und 100.

Du musst nun meine Zahl mit méglichst wenigen Versu-
EJM chen erraten. Ich sage dir jeweils, ob die geratene Zahl zu
grof}, zu klein oder richtig ist.

Nehmen wir an, du nennst die Zahlen der Reihe nach: 1, 2, 3, 4, ... Das sihe dann

folgendermafien aus:
% @m s

==X (x[=[R] -}
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Binire Suche

Hierbei handelt es sich um eine einfache Suche (vielleicht wire eintdnige Suche in
diesem Fall eine passendere Bezeichnung). Mit jedem Versuch schliefit du nur
eine einzige Zahl aus. Wenn ich an die Zahl 99 gedacht hitte, wiirdest du 99 Ver-
suche benétigen, um meine Zahl zu erraten!

1.2.1 Eine bessere Suchmethode

Ein besseres Verfahren ist das folgende: Fang mit der Zahl 50 an.

e o 30 |3 =] = = oo
NN e

ALLE Z 4 KLEIN!

I\"-

%~

Diese ist zu klein, allerdings hast du soeben die Hiilfte aller Zahlen ausgeschlossen!
Du weifdt nun, dass alle Zahlen von 1 bis 50 zu klein sind. Nichster Versuch: 75.

75 )]
"

Zu grof}, aber du hast wieder die Hilfte der verbliebenen Zahlen ausgeschlossen!
Bei einer bindren Suche nennst du die Zahl in der Mitte und schliefst dadurch jeweils die
Halfte der noch vorhandenen Zahlen aus. Nun ist 63 an der Reihe (die Mitte zwi-
schen 50 und 75).

S

So funktioniert die binire Suche. Du hast soeben deinen ersten Algorithmus
erlernt! So viele Zahlen kannst du mit jedem Rateversuch ausschliefen:

100 ZAHLEN | —5 | 50 —-?l l—‘r 1= %G -—7.—-)1 '

FSCHRITTE
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Einfihrung in Algorithmen

An welche Zahl ich denke, spielt keine Rolle: Du benétigst hochstens 7 Versu-
che, um sie zu erraten, weil bei jedem Rateversuch so viele Zahlen ausgeschlos-
sen werden.

Nehmen wir wieder an, du suchst nach einem Begriff in einem Worterbuch, das
240.000 Eintrige enthilt. Was meinst du, wie viele Schritte fiir eine Suche im
Worst Case, also im ungiinstigsten Fall, nétig sind?

EINFACHE sSUCHE: SCHRITTE

BINARE SUCHE: SCHRITTE

Bei der einfachen Suche kénnen 240.000 Schritte notwendig sein, sofern sich das
gesuchte Wort ganz am Ende des Worterbuchs befindet. Bei der bindren Suche
hingegen wird bei jedem Schritt die Anzahl der verbliebenen Worter halbiert, bis
schlieRlich nur noch ein Wort tibrig ist.

[on] (2] — (€] — 2081 — i)~ [~
(20~ ) - B3 () )
L |

\ /
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18 SCHRITTE

Bei der biniren Suche sind also 18 Schritte erforderlich — ein riesiger Unterschied!
Verallgemeinert bedeutet das: Bei einer Liste der Linge n bendétigt die binire
Suche im Worst Case log, n Schritte, bei einer einfachen Suche sind hingegen n
Schritte erforderlich.

Logarithmen

Vielleicht erinnerst du dich nicht mehr daran, was Logarithmen sind, aber du
weifdt vermutlich noch, was Exponentialfunktionen sind. Der Ausdruck log,, 100
entspricht der Frage: »Wie viele Zehnen muss man miteinander multiplizieren,
um 100 zu erhalten?«. Die Antwort lautet 2: 10 x 10 = 100. Also ist log,, 100 = 2.
Logarithmen sind die Umkehrfunktionen von Exponentialfunktionen.

Wenn es in diesem Buch um die Laufzeit und die Landau-Notation (die in Kiirze
erklirt wird) geht, bedeutet log stets log,. Wenn du fiir die Suche nach einem Ele-
ment eine einfache Suche verwendest, musst du im Worst Case jedes einzelne



1.2
Binire Suche

Element iiberpriifen. Bei einer Liste von 8 Zahlen musst du héchstens 8 Zahlen
uberpriifen. Bei einer bindren Suche musst du im Worst Case log n Elemente
{iberpriifen. Fiir eine Liste mit 8 Elementen gilt log 8 = 3, denn 2° == 8. Du
musst also hochstens 3 Zahlen tiberpriifen (und dann kannst du mit dem 4. Ver-
such das richtige Ergebnis nennen). Fiir eine Liste mit 1.024 Elementen gilt
log 1.024 == 10, denn 2'%—=1.024. Bei einer Liste von 1.024 Zahlen musst du
also hochstens 10 Zahlen iiberpriifen.

107 =100 > log 100 =2
10

10°= 1000 > log, 1000 = =

2% =g _
> lg,g=3

24 =16 =
& log, 16 = 4

2°=32 > lg, 32=5

In diesem Buch geht es des Ofteren um die logarithmische Laufzeit, deshalb
sollte dir das Konzept von Logarithmen vertraut sein. Sollte dies nicht der Fall
sein, findest du bei der Khan Academy (https://www.khanacademy.org) ein
anschauliches englisches Video, das dieses Konzept verdeutlicht.

Die binire Suche funktioniert nur dann, wenn die zu durchsuchende Liste sortiert
ist. Die Namen in einem Telefonbuch sind beispielsweise alphabetisch sortiert.
Hier kannst du also fiir die Suche nach einem Namen eine binire Suche verwen-
den. Wie sihe es aus, wenn die Namen nicht sortiert wiren?

Sehen wir uns doch einmal an, wie man eine binire Suche in Python program-
miert. Der Beispielcode verwendet Arrays. Falls du nicht weifdt, wie Arrays funk-
tionieren, keine Sorge, sie werden im nichsten Kapitel erklirt. Du brauchst nur zu
wissen, dass sie eine Sequenz von Elementen in einer Reihe aufeinanderfolgen-
der Behilter speichern kénnen, deren Gesamtheit als Array bezeichnet wird. Die
Behilter werden, angefangen bei 0, durchnummeriert: Der erste befindet sich an
der Position #0, der zweite ist #1, der dritte #2 usw.
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Ich verwende die Begriffe list und array im Code synonym. Das liegt daran, dass
Arrays in Python als Listen bezeichnet werden.

Die Funktion binary_search nimmt ein sortiertes Array und ein Objekt entge-
gen. Wenn das Objekt in diesem Array enthalten ist, liefert die Funktion dessen
Position zuriick. Du fithrst dariiber Buch, welcher Teil des Arrays zu durchsuchen
ist. Anfangs handelt es sich um das gesamte Array:

Tow = 0
high = len(list) - 1

DIESE ZAHLEN
WERDEN
DURCHSUCHT

Du iiberpriifst jeweils das mittlere Element:

mid = (low + high) // 2 @
guess = list[mid]

@ Der Wert der mid-Funktion wird von Python automatisch abgerundet, sofern
(Tow + high) keine gerade Zahl ist.
Sollte der geratene Wert zu klein sein, aktualisierst du Tow dementsprechend:

if guess < item:
Tow = mid + 1

LOW NEUER WERT
J_ J’Ff:u?. HGH




1.2
Binire Suche

Und sollte der geratene Wert zu grofd sein, aktualisierst du high. Hier ist der voll-
stindige Code:

def binary_search(list, item):
Tow = 0 @
high = len(list)-1 @

while Tow <= high: @
mid = (low + high) // 2 ©
guess = list[mid]
if guess == item: @
return mid
if guess > item: @
high = mid - 1
else:
Tow = mid + 1

return None @
my_list = [1, 3, 5, 7, 91 ©

print binary_search(my_list, 3) # => 1 @
print binary_search(my_list, -1) # => None @®

© Tow und high fithren dariiber Buch, welcher Teil der Liste durchsucht wird.
@ Solange der Suchbereich mehr als ein Element umfasst ...

© ... wird das mittlere Element iiberpriift.

O Das gesuchte Objekt wurde gefunden.

© Der geratene Wert war zu grofS.

@ Der geratene Wert war zu klein.

@ Das gesuchte Objekt ist in der Liste nicht enthalten.

© Testen der Funktion.

© Denk daran, dass die Nummerierung der Listenelemente bei 0 beginnt. Das
zweite Element hat den Index 1

® »None« bedeutet in Python nil. Es zeigt an, dass ein Objekt nicht gefunden
wurde.
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# Ubungen

1.1 Eine sortierte Liste enthit 128 Namen. Du durchsuchst sie mit einer binidren
Suche. Wie viele Schritte sind dafiir maximal erforderlich?

1.2 Nehmen wir an, du verdoppelst die Grofle der Liste. Wie viele Schritte sind

nun maximal erforderlich?

1.2.2 Laufzeit

Bei allen vorgestellten Algorithmen werde ich die Lauf-
zeit erkldren. Ob nun die Laufzeit oder aber der Spei-
cherplatzbedarf optimiert werden soll: Im Allgemeinen
mochte man den effizientesten Algorithmus auswihlen.

Zurtick zur bindren Suche. Wie viel Zeit sparst du durch
ihre Verwendung? Beim ersten Ansatz wurden alle Zah-
len der Reihe nach iiberpriift. Wenn die Liste 100 Zahlen
enthilt, sind bis zu 100 Rateversuche erforderlich. Wenn
die Liste 4 Milliarden Zahlen enthilt, sind bis zu 4 Milliar-
den Rateversuche notwendig. Die maximale Anzahl der
Rateversuche entspricht also der Grofe der Liste. Man
bezeichnet das als lineare Laufzeit.

Bei der biniren Suche verhilt es sich anders. Wenn die Liste 100 Objekte enthilt,
sind hochstens 7 Rateversuche erforderlich. Enthilt die Liste 4 Milliarden Objekte,
sind hochstens 32 Rateversuche notwendig. Ziemlich leistungsstark, oder? Die bi-
nire Suche benétigt eine logarithmische Laufzeit. Die folgende Tabelle fasst unsere

Ergebnisse zusammen.

EINFACHE
SUCHE

BINARE
SUCHE

100 OBJEKTE

3

100 VERSUCHE

4.000.000.000
OBJEKTE
4
4.000.000.000
VERSUCHE
_,_——'——".'-.._

o(n)
7

LINEARE
LAUFZEIT

4.000.000.000
OBJEKTE

4

22 VERSUCHE

‘__________.-"
O (log wn)
R

LOGARITHMISCHE
LAUFZEIT




1.3
Landau-Notation

1.3 Landau-Notation

Die Landau-Notation (engl. Big-O-Notation, der Begrift Landau-Symbole ist ebenfalls
gebriuchlich) ist eine spezielle Schreibweise, die angibt, wie schnell ein Algorith-
mus ist. Warum ist das wichtig? Du wirst feststellen, dass du hiufig Algorithmen
verwendest, die andere Leute entwickelt haben. In diesem Fall ist es praktisch zu
wissen, wie schnell oder langsam diese Algorithmen sind. In diesem Abschnitt
werde ich dir zeigen, was die Landau-Notation bedeutet und eine Liste der gingigs-
ten Laufzeiten der Algorithmen prisentieren, die Landau-Symbole verwenden.

1.3.1 Die Laufzeiten von Algorithmen nehmen unterschiedlich schnell zu

Bob programmiert einen Suchalgo- |
rithmus fiir die NASA. Sein Algorith-
mus kommt zum Einsatz, wenn eine
Rakete auf dem Mond landen soll und
kann den Landeplatz berechnen.

Hierbei handelt es sich um ein Beispiel
dafiir, dass die Laufzeiten zweier Algo-
rithmen auf unterschiedliche Weise zu-
nehmen konnen. Bob muss sich
zwischen einer einfachen Suche und
einer binidren Suche entscheiden. Der
Algorithmus muss sowohl schnell sein
als auch fehlerlos funktionieren. Einer-
seits ist die binire Suche schneller. Bob
hat nimlich nur 10 Sekunden Zeit, um
den Landeplatz zu ermitteln — denn
sonst kommt die Rakete vom Kurs ab. Andererseits lisst sich die einfache Suche
leichter programmieren. Und Bob mdchte wirklich nicht, dass der Code zum Landen
einer Rakete Bugs enthilt! Vorsichtshalber will Bob die Laufzeiten beider Algorith-
men messen, wenn er eine Liste verwendet, die 100 Elemente enthilt.

Nehmen wir an, das Uberpriifen eines Elements dauert eine Millisekunde (ms).
Bei der einfachen Suche muss Bob 100 Elemente tiberpriifen, also dauert das Aus-
fithren der Suche 100 ms. Bei der bindren Suche muss er hingegen lediglich 7 Ele-
mente tberpriifen. log, 100 ist ungefihr 7, also dauert die Suche 7 ms. Realistisch
betrachtet wird die Liste tatsichlich eher eine Milliarde Elemente enthalten. Wie
lange wiirde dann die einfache Suche dauern? Und wie lange die binidre Suche?
Vergewissere dich, dass du diese beiden Fragen beantworten kannst, bevor du wei-
terliest.

33



34

Kapitel 1
Einfihrung in Algorithmen

KONTRA
EINFACHE z N::;
SUCHE “
100Mms Fms

LAUFZ EITEN DER EINFACHEN UND
DER BINAREN SUCHE BEI EINER
LISTE MIT 100 ELEMENTEN

Bob fiihrt eine binire Suche mit einer Liste aus, die eine Milliarde Elemente ent-
hilt. Sie dauert 30 ms (log, 1.000.000.000 ist ungefihr 30). »30 msl«, geht ihm
durch Kopf. »Die binire Suche ist rund 15 Mal schneller als die einfache Suche,
denn bei 100 Elementen dauerte die einfache Suche 100 ms und die binire Suche
7 ms. Also sollte die einfache Suche 30 x 15 = 450 ms dauern, richtig? Das ist deut-
lich unter den zulissigen 10 Sekunden.« Bob entschliefit sich also dazu, die einfa-
che Suche zu verwenden. Aber ist das die richtige Entscheidung?

Nein, denn wie sich zeigen wird, liegt Bob falsch. Véllig falsch. Die Laufzeit der
einfachen Suche betrigt bei einer Milliarden Objekte eine Milliarde ms — das sind
mehr als 11 Tage! Das Problem besteht hier darin, dass die Laufzeiten fiir binire
und einfache Suche nicht auf dieselbe Weise zunehmen.

EINFACHE BINARE

SucHe SuUcHE
100 ELEMENTE 100ms Fms
10.000 ELEMENTE 10 Sekunden 14ms
1.000.000.000 ELEMENTE 11 TAGE =22ms

BIE LAUFZEITEN NEHMEN MIT SEHR
UNTERSCHIEDLICHER GESCHWINDIGKEIT ZU!

Wenn die Anzahl der Objekte zunimmt, benétigt die binire Suche zur Ausfiith-
rung etwas mehr Zeit. Die einfache Suche jedoch benétigt sehr viel mehr Zeit zur
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Ausfithrung. Deshalb wird die bindre Suche sehr viel schneller als die einfache
Suche, wenn die Zahlenliste grofer wird. Bob dachte, dass die bindre Suche 15 Mal
schneller als die einfache Suche ist, aber das stimmt nicht. Wenn die Liste eine
Milliarden Objekte enthilt, ist die binidre Suche rund 33 Millionen Mal schneller.
Aus diesem Grund reicht es nicht aus zu wissen, wie lange ein Algorithmus zur
Ausfithrung benétigt — man muss auch wissen, wie die Laufzeit anwichst, wenn
die Grofle der Liste zunimmt. Hier kommt die Landau-Notation ins Spiel.

Die Landau-Symbole geben an, wie schnell ein Algorithmus ist. Betrachte bei-
spielsweise eine Liste der Grofie n. Bei der einfachen Suche muss jedes einzelne
Element tiberpriift werden, daher sind n Operationen erforderlich. Fiir diese Lauf-
zeit wird das Landau-Symbol O(n) verwendet. Aber wo sind die Sekunden angege-
ben? Es gibt keine — die Geschwindigkeit wird nicht in Sekunden angegeben. Die
Landau-Notation ermdglicht es, die Anzahl der Operationen zu vergleichen. Sie teilt dir
mit, wie schnell die Anzahl der Operationen des Algorithmus anwichst.

Hier ist ein weiteres Beispiel: Die binire Suche benétigt log n Operationen, um
eine Liste der Grofle n zu Uberpriifen. Wie sieht das als Landau-Notation aus?
Hierfiir schreibt man O(log n). Im Allgemeinen notiert man ein Landau-Symbol
folgendermafien:

o(n)

1 R_
GROSSES O ANZAHL DER

OPERATIONEN

Du kannst daran ablesen, wie viele Operationen der Algorithmus ausfithren wird.
Im Englischen spricht man auch von der Big-O-Notation, weil der Anzahl der Ope-
rationen ein grofles »O« vorangestellt wird. (Klingt wie ein Scherz, ist aber tatsich-
lich wahrl)

Betrachten wir einige Beispiele. Kannst du die Laufzeiten der Algorithmen heraus-
finden?
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1.3.2 Visualisierung verschiedener Laufzeiten

Zunichst ein praktisches Beispiel, das du _’—-'—"A
mit ein paar Blittern Papier und einem Blei- !
stift leicht nachvollziehen kannst. Deine

Aufgabe besteht darin, ein Gitter zu zeich-
nen, das aus 16 Kistchen besteht.

Algorithmus 1

Eine Moglichkeit besteht darin, der Reihe
nach 16 einzelne Kistchen zu zeichnen.
Wie du weifst, gibt die Landau-Notation die
Anzahl der Operationen an. In diesem Bei-
spiel stellt das Zeichnen eines Késtchens

WELCHER ALGORITHMUS

eine Operation dar. Und du musst 16 Kist- WARE ZUM ZEBICHNEN
chen zeichnen. Wie viele Operationen sind ~ PES GQITTERS GQEEIGNET?
also erforderlich, wenn du die Kistchen

einzeln zeichnest?

DIE KASTCHEN DER REIHE NACH ZEICHNEN

Zum Zeichnen von 16 Kistchen sind 16 Schritte notwendig. Welche Laufzeit beno-
tigt dieser Algorithmus demzufolge?

Algorithmus 2

Probiere nun den folgenden Algorithmus aus. Falte das Papierblatt.
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Landau-Notation

Bei diesem Beispiel ist jedes Falten des Papierblatts eine Operation. Du hast so-
eben also zwei Kistchen mit nur einer Operation erstellt!

Falte das Papierblatt ein zweites, drittes und viertes Mal.

Falte das Papierblatt nach der vierten Faltung wieder auf. Und siehe da — ein tadel-
loses Gitter. Mit jeder Faltung verdoppelst du die Anzahl der Kistchen. Du hast
also mit 4 Operationen 16 Kistchen erstellt!

1 FALTUNG 2 FALTUNGEN 3 FALTUNGEN 4 FALTUNGEN
J 7
Du kannst die Anzahl der Kistchen mit jeder Faltung verdoppeln, also kannst du

mit 4 Schritten 16 Kéistchen »zeichnen«. Welche Laufzeit benétigt dieser Algorith-
mus? Lege die Laufzeiten fiir die beiden Algorithmen fest, bevor du weitermachst.

Antworten: Algorithmus 1 benétigt die Laufzeit O(n) und Algorithmus 2 die Lauf-
zeit O(log n).

1.3.3 Die Landau-Notation beschreibt die Laufzeit im Worst Case

Nehmen wir an, du verwendest eine einfache Suche, um in einem Telefonbuch
nach einer Person zu suchen. Wie du weifdt, benétigt die einfache Suche die Lauf-
zeit O(n), was im Worst Case bedeutet, dass du simtliche Eintrige deines Telefon-
buchs tiberpriifen musst. Im vorliegenden Fall suchst du nach meinem Namen
»Adit«. Hierbei handelt es sich um den ersten Eintrag in deinem Telefonbuch. Du
musst also gar nicht alle Eintrige iiberpriifen — du hast das Gesuchte schon beim
ersten Versuch gefunden. Heifst das nun, dass dieser Algorithmus die Laufzeit
O(n) benétigt? Oder sogar nur O(1), weil du die Person beim ersten Versuch gefun-
den hast?
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Die einfache Suche benétigt nach wie vor die Laufzeit O(n). In diesem Fall hast du
zwar sofort gefunden, was du gesucht hast, aber hierbei handelt es sich um den
giinstigsten Fall. Die Landau-Notation beschreibt jedoch den Worst Case. Du kannst
also sagen, dass du im Worst Case simtliche Eintrige im Telefonbuch einmal iiber-
priifen musst — und das entspricht der benétigten Laufzeit O(n). Dabei handelt es
sich also um eine Art Zusicherung (eine obere Schranke fir die Laufzeit) — du
kannst dir sicher sein, dass die einfache Suche niemals langsamer als O(n) sein
wird.

Neben der Laufzeit im Worst Case, also im ungiinstigsten Fall, spielt auch die
Laufzeit im Average Case, also im durchschnittlichen Fall, eine wichtige Rolle.
Diese sogenannten Zeitkomplexititen (der Worst Case und der Average Case)
werden einander in Kapitel 4 gegeniibergestellt.

1.3.4 Typische Laufzeiten gebrauchlicher Algorithmen

Nachstehend sind fiinf Laufzeiten (sortiert nach abnehmender Geschwindigkeit)
aufgefiihrt, die dir hiufig begegnen werden:

m O(log n), die auch als logarithmische Laufzeit bezeichnet wird. Beispiel: Die bi-
nire Suche.

B O(n), die auch als lineare Laufzeit bezeichnet wird. Beispiel: Die einfache Suche.

m O(n * log n). Beispiel: Ein schneller Sortieralgorithmus wie Quicksort (das in
Kapitel 4 erdrtert wird).

] O(nz). Beispiel: Ein langsamer Sortieralgorithmus wie Selectionsort (das in
Kapitel 2 erértert wird).

B O(n!). Beispiel: Ein richtig langsamer Algorithmus, wie der Algorithmus zur
Lésung des Problems des Handlungsreisenden (mehr dazu in Kiirze).

Nehmen wir an, du zeichnest wieder die 16 Kistchen und du kannst dir dafiir
einen von 5 verschiedenen Algorithmen aussuchen. Wenn du den ersten Algorith-
mus verwendest, wirst du eine Laufzeit von O(log n) benétigen, um die Kistchen
zu zeichnen. Du kannst pro Sekunde 10 Operationen ausfithren. Bei einer Lauf-
zeit von O(log n) benétigst du 4 Operationen, um 16 Kistchen zu erzeugen
(log 16 = 4). Du benoétigst also 0,4 Sekunden zum Zeichnen des Gitters. Und wenn
du 1.024 Kistchen zeichnen miisstest? Zum Zeichnen von 1.024 Kistchen sind
log 1.024 =10 Operationen bzw. 1 Sekunde Zeit erforderlich. Diese Angaben gel-
ten fiir den ersten Algorithmus.



