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Kapitel 1
Einflihrung

Dieses Kapitel gibt Ihnen einen kurzen Uberblick liber die Inhalte des
Buches. Es stellt aufSerdem zwei Entwicklungsumgebungen vor und
beschreibt die Problematik der Rundungsfehler. Eine Ubersicht liber
die Schliisselworter von Python soll die erste Orientierung erleichtern.
Zum Ende des Kapitels werden verschiedene Aspekte des Algorithmus-
begriffs analysiert.

Wenn Sie in die Welt der Algorithmen eintauchen wollen, dann mochten Sie sicher-

lich auch lernen, wie Sie Algorithmen in ein Computerprogramm umsetzen konnen.

Dazu mussen Sie eine Programmiersprache beherrschen. Bei der Auswahl einer Pro-

grammiersprache haben Sie unglaublich viele Moglichkeiten, denn es gibt inzwi-
schen Hunderte Sprachen flr unterschiedliche Einsatzgebiete.

Die Entscheidung ist zwar mit dem Titel des Buches bereits gefallen, sie lasst sich aber
leicht begriinden, denn Python ist laut PYPL-Index (PopularitY of Programming Lan-
guages) die aktuell beliebteste Programmiersprache (Juni 2024). Daftir gibt es gute

Grinde, denn:

>

Python ermoglicht als interpretierende Programmiersprache eine interaktive Ent-
wicklung von Programmen. Python ist deshalb fiir den Einstieg in das Program-
mieren besser geeignet als Compilersprachen, die erst in einem zweiten Schritt
ausfuhrbar gemacht werden.

Die Syntax von Python ist im Vergleich zu anderen Programmiersprachen relativ
einfach zu erlernen.

Python ist durch Module (Softwarebibliotheken) erweiterbar. Das gilt zwar auch fir
viele andere Programmiersprachen. In Python gestaltet sich die Einbindung von
Erweiterungsmodulen aber einfacher. Fiir numerische und symbolische Berech-
nungen sowie Computergrafik werden spezifische Module bereitgestellt, die ich
Ihnen in diesem Buch vorstellen mochte.

Python steht kostenlos zur Verfligung und lduft auf den Betriebssystemen
Windows, Linux und macOS.
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1 Einfuhrung

Das Konzept

Wenn Sie eine Programmiersprache erlernen wollen, dann gibt es verschiedene
Wege, die zum Ziel fihren. Sie konnten die Dokumentation der Programmiersprache
durcharbeiten und versuchen, mit den so erworbenen Kenntnissen eigene Pro-
gramme zu schreiben. Dieser Weg ist zwar denkbar, aber dann miissen Sie sich durch
eine untibersichtliche Vielfalt an Informationen arbeiten, denn die Python-Doku-
mentation und die Unterlagen der Zusatzmodule haben einen Umfang von mehre-
ren Tausend Seiten. Tutorials flir den Programmiereinstieg konnen dieses Problem
zwar abfedern, die dort behandelten Beispiele haben aber in der Regel keinen direk-
ten Bezug zu dem konkreten Programmierproblem, fiir das Sie sich gerade interessie-
ren, und verlangen von Ihnen damit eine ziemlich schwierige Transferleistung.

Ich habe die Erfahrung gemacht, dass ein anderer Lernweg besser ist: Konzentrieren
Sie sich auf konkrete Inhalte aus der Praxis des wissenschaftlichen Arbeitens, und
iben Sie damit das Programmieren. Das Lernen orientiert sich dann nicht an der
Fachsystematik der Programmiersprache, sondern an der Fachsystematik einer wis-
senschaftlichen Disziplin, die Sie idealerweise bereits kennen.

Doch welche Wissenschaft sollte man aus dem reichhaltigen Angebot wihlen? Hier
bietet sich die Mathematik an, weil sie als Grundlagenwissenschaft der Natur- und In-
genieurwissenschaften von allen Fachkundigen ohnehin beherrscht werden muss.
Wenn Sie also das Erlernen einer Programmiersprache mit den Inhalten der Mathe-
matik verkniipfen, dann beherrschen Sie am Ende nicht nur das Programmieren,
sondern haben auch noch Thre Mathematikkenntnisse vertieft.

Dieser Weg hat jedoch auch einen Nachteil: Wenn sich das Erlernen einer Program-
miersprache an den Inhalten der Mathematik orientiert, dann werden zwangslaufig
nicht alle Moglichkeiten erfasst, die die Syntax einer Programmiersprache bietet. Es
gibt hier aber einen einfachen Ausweg: Sollten beim Programmieren Probleme auf-
treten, dann schlagen Sie gezielt die fehlenden Informationen in den entsprechen-
den Dokumentationen oder in einem einschlagigen Fachbuch nach. Wenn Sie bereits
uber grundlegendes Wissen verfiigen, lasst sich namlich viel zielgerichteter mit die-
sen Informationsquellen arbeiten.

Weil dieses Buch sich an der Fachsystematik der Mathematik orientiert, wiederholen
sich zwangslaufig viele Programmierkonstruktionen, z. B. Summenalgorithmen in
Schleifen oder Fallunterscheidungen in Verzweigungsstrukturen. Das muss jedoch
kein Nachteil sein, denn durch die vielen Wiederholungen wird eine Schwiche unse-
res Gedachtnisses, namlich das Vergessen, kompensiert.

Die Quelltexte werden, bis auf wenige Ausnahmen, vollstandig mit der zugehdrigen
Ausgabe abgedruckt, damit sie auch ohne Nutzung des Computers analysiert werden
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1 Einfuhrung

konnen. Fur das Verstehen des Codes eines Programms ist es besonders wichtig, die
Ausgabe der Ergebnisse mit in die Quelltextanalyse einzubeziehen, denn nur durch
die Einsicht in den kausalen Zusammenhang zwischen Struktur des Quelltextes und
Ausgabe der Resultate kann der Quelltext vollstindig verstanden werden.

Der Lernprozess beginnt mit der Analyse von zunachst einfachen Programmquell-
texten. Es wird nicht immer die hinsichtlich Rechenaufwand effizienteste Losung ge-
wahlt, sondern eher Wert auf Nachvollziehbarkeit des Algorithmus gelegt.

Erst wenn Sie einige Beispielprogramme vollstandig verstanden und auch getestet
haben, sollten Sie mit eigenen Programmierprojekten beginnen. Beim Testen von
Programmbeispielen ist es mitunter sinnvoll, bewusst Fehler in den Quelltext einzu-
bauen und nach dem Programmstart die Fehlermeldungen zu analysieren. Auch das
Einfligen von eigenen Ergdnzungen in bestehende Quelltexte kann den Lernfort-
schritt unterstiitzen. Zégern Sie also nicht, den Code zu verandern und sich z. B. Zwi-
schenergebnisse auf der Kommandozeile ausgeben zu lassen, wenn Sie den Ablauf
eines Programms besser verstehen mochten.

Die Zielgruppe

Dieses Buch wendet sich an alle, die Python als erste Programmiersprache erlernen
wollen. Als Leserkreis werden dabei besonders Studierende der Natur- und Ingenieur-
wissenschaften und der Informatik angesprochen. Das Buch kann aber auch fiir den
Mathematikunterricht von grof3em Nutzen sein, wenn mathematische Begriffe, z. B.
Grenzwertprozesse, durch Visualisierung dynamisch veranschaulicht werden sollen.
Im Informatikunterricht konnten Programmierprojekte, die sich an den aktuellen
Themen des Mathematikunterrichts orientieren, mathematische Lernprozesse un-
terstiitzen und zusatzlich das Lernen in der Programmierausbildung durch einen
sinnhaften Anwendungsbezug starker motivieren. Angesprochen werden auch Schu-
lerinnen und Schiiler der gymnasialen Oberstufe mit den Leistungskursen Mathema-
tik und Informatik. Durch Synergieeffekte konnten Verstandnisprobleme in beiden
Fachern iberwunden werden. Die Notwendigkeit, prazise Unterscheidungen zu tref-
fen, konnte auch dazu beitragen, die Begriffsbildungen in den beiden Lerngebieten
zu prazisieren.

Als Voraussetzung fur das Verstandnis der Inhalte des Buches sind Mathematik-
kenntnisse erforderlich, wie sie auf einem Gymnasium oder auf einer Fachober-
schule vermittelt werden. Sie sollten die mathematischen Grundbegriffe Funktion,
Konvergenz, Grenzwert, Ableitung und Integral kennen. Bei Verstandnisschwierigkei-
ten konnen Sie Thr Wissen mithilfe der Lehrbiicher [Bossek] oder [Kammermeyer]
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1 Einfuhrung

auffrischen. Eine (ganz) kurze Zusammenfassung finden Sie auch im Anhang dieses
Buches.

Ein kurzer Uberblick iiber die Inhalte

Sie konnen bis auf die Kapitel 2 und 3 alle anderen Kapitel unabhingig voneinander
lesen. Kapitel 2 und 3 sollten Sie jedoch intensiv studieren und die zugehorigen Auf-
gaben bearbeiten. Denn dort werden die Grundlagen flir das Verstindnis der nachfol-
genden Kapitel gelegt.

In Kapitel 2, »Datentypen und Datenstrukturen«, werden die grundlegenden Daten-
strukturen von Python behandelt, wie Tupel, Sets (Mengen), Listen und Dictionarys.
Bis auf Sets werden diese Datenstrukturen in allen folgenden Kapiteln wieder ver-
wendet.

Kapitel 3, »Programmstrukturen«, beschreibt die Programmstrukturen Sequenz,
Verzweigung und Wiederholung anhand einfacher Beispiele. Hier wird auch der Be-
griff der Laufzeitkomplexitat eingefiihrt.

In Kapitel 4, »Die Python-Erweiterungsmodule NumPy, Matplotlib, SymPy und
SciPy«, werden die Module numpy, matplotlib, sympy und scipy kurz vorgestellt. Funk-
tionen dieser Module, z. B. solve(), dsolve(), diff(), integrate() und quad(), werden
spater benutzt, um zu Uberpriifen, ob die selbst erstellten Algorithmen korrekte Be-
rechnungen ausfiihren. Das Modul matplotlib wird verwendet, um 2D- und 3D-Funk-
tionsplots zu erstellen.

Kapitel 5, »Zahlen«, handelt von Algorithmen mit Zahlen. Hier beschreibe ich, wie Sie
mit dem euklidischen Algorithmus den grofiten gemeinsamen Teiler berechnen. Es
wird gezeigt, wie das Sieb des Eratosthenes Primzahlen findet. Mit der Implementie-
rung des RSA-Algorithmus wird die praktische Bedeutung der Primzahlen herausge-
stellt. Der Heron-Algorithmus berechnet naherungsweise Werte fir irrationale Zah-
len als Quadrat- und Kubikwurzeln. Die Kreiszahl m wird naherungsweise mit den
Algorithmen von Archimedes, Viete, Wallis, Brent und Salamin berechnet. Das Kapi-
tel endet mit einem Uberblick tiber die Eigenschaften der eulerschen Zahl e.

Kapitel 6, »Gleichungssysteme«, behandelt die numerische Losung linearer und
nichtlinearer Gleichungssysteme. Mit dem klassischen Gauf3-Algorithmus und itera-
tiven Verfahren wie dem Jakobi- und dem Gauf3-Seidel-Verfahren werden lineare
Gleichungssysteme gelost. Nichtlineare Gleichungssysteme werden mit der SciPy-
Funktion fsolve() und der SymPy-Methode nonlinsolve() geldst.

In Kapitel 7, »Folgen«, wird gezeigt, wie mit der Matplotlib-Methode scatter() arith-
metische und geometrische Folgen visualisiert werden kénnen. Im Mittelpunkt steht
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1 Einfuhrung

die grafische Veranschaulichung des Grenzwertbegriffs. AbschliefRend wird demons-
triert, wie sich der Grenzwert einer Folge mit der SymPy-Methode 1imit() symbo-
lisch berechnen lasst.

Kapitel 8, »Nullstellen berechnen«, behandelt die Algorithmen des Bisektions-, des
Fixpunkt- und des Newton-Verfahrens fiir die Berechnung von Nullstellen. Konver-
genzgeschwindigkeiten sowie A-priori- und A-posteriori-Fehlerabschdtzungen sind
ebenfalls Thema des Kapitels.

Kapitel 9, »Numerische Differenziation«, behandelt die klassischen Themen der Dif-
ferenzialrechnung: Differenzenquotient, Differenzialquotient und Kurvendiskus-
sion. Der Ubergang einer Sekanten- zur Tangentensteigung wird als Grenzwertpro-
zess mit dem Slider-Steuerelement simuliert. Es werden sowohl selbst erstellte
Algorithmen als auch die Methoden Derivative() und diff() der Module Numdiff-
tools und SymPy genutzt.

In Kapitel 10, »Reihen«, werden Reihenentwicklungen visualisiert. Veranschaulicht
wird die Divergenz und Konvergenz von Reihen. Summen und Grenzwerte von Rei-
hen werden mit den SymPy-Methoden Sum() und 1imit() symbolisch berechnet. Die
SymPy-Methode series() berechnet Taylor-Reihen symbolisch. Das Konvergenzver-
halten von Potenz- und Taylor-Reihen wird durch Funktionsplots veranschaulicht.

Kapitel 11, »Numerische Integration«, behandelt die numerische Berechnung von
bestimmten Integralen. Die Rechteckapproximation und deren numerischer Fehler
werden mithilfe des Slider-Steuerelements veranschaulicht. Von den numerischen
Integrationsverfahren werden das Rechtecksummen-, das Trapezsummen- und das
Simpson-Verfahren ausgewihlt. Bogenlangen, Mantelflichen, Volumina von Rotati-
onskorpern und Zweifachintegrale werden mit selbst erstellten Algorithmen und
den SciPy-Funktionen quad() bzw. dblquad() numerisch berechnet.

Kapitel 12, »Differenzialgleichungen, beschreibt, wie Differenzialgleichungen nu-
merisch mit dem Euler-Verfahren, der SciPy-Funktion solve_ivp() und mit der
SymPy-Methode dsolve() gelost werden konnen. Die Genauigkeit des Euler-Verfah-
rens wird mit jener der Verfahren von Heun und Runge-Kutta verglichen.

Kapitel 13, »Ausgleichsrechnungen«, behandelt ausgewdhlte Themen der Aus-
gleichsrechnung wie lineare, exponentielle und potenzartige Regression. Fiir die
Speicherung der Messdaten, fiir die Losung der linearen Gleichungssysteme und fiir
die erforderlichen Operationen auf Matrizen werden NumPy-Funktionen verwendet.

In Kapitel 14, »Algorithmen fiir die Berechnung statistischer Kennzahlen«, werden
Algorithmen fiir die Berechnung von Mittel- und Streuwerten sowie Formparameter
wie Schiefe und Wolbung entwickelt. Da flir die Berechnung des Medians die Messda-
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1 Einfuhrung

ten sortiert vorliegen mussen, werden in einem Exkurs zwei einfache Sortieralgorith-
men kurz beschrieben. Fur die Berechnung der Spannweite wird in einem weiteren
Exkurs gezeigt, wie das Maximum und Minimum aus einer Messreihe bestimmt wer-
den kann.

In Kapitel 15, »Fraktale«, zeige ich Thnen, wie Sie mithilfe der Turtle-Grafik von
Python die Koch-Kurve, das Sierpinski-Dreieck und den Pythagoras-Baum zeichnen
konnen. Bei der Darstellung der Mandelbrot- und Julia-Menge wird demonstriert, wie
aus einer einfachen rekursiven Gleichung mit komplexen Variablen komplizierte
Fraktale entstehen.

Am Ende des Buches werden Sie in der Lage sein, Algorithmen zur Losung Threr eige-
nen praktischen Problemstellungen in Python zu programmieren. Den Code fir
einen Algorithmus tatsachlich selbst zu schreiben und sein Verhalten unter verschie-
denen Anfangsbedingungen zu beobachten, hilft enorm dabei, das Verstandnis sei-
ner Funktionsweise zu vertiefen.

1.1 Entwicklungsumgebungen

Eine Python-Entwicklungsumgebung (IDE, kurz fiir Integrated Developer Environ-
ment) besteht aus einem Editor, einem Interpreter und einem Debugger. Im Editor
wird der Quelltext des Programms eingegeben. Durch einen Mausklick auf den
START- bzw. RUN-Button oder durch Betdtigung der Funktionstaste wird das
Python-Programm mit einem Interpreter tibersetzt. Das Resultat wird in einem Aus-
gabefenster, in der Shell oder in einer anderen Konsole angezeigt. Wenn das Pro-
gramm Syntaxfehler enthalt, dann wird eine Fehlermeldung ausgegeben. Der Debug-
ger hilft Thnen bei der Suche nach Programmierfehlern. In der Praxis werden
Programme oft debuggt, indem man Zwischenergebnisse in der Kommandozeile
ausgeben lasst und Uberprift, ob diese die Werte haben, die man erwartet. Es lohnt
sich dennoch, den Umgang mit einem Debugger zu erlernen, da dieser oft viele hilf-
reiche Werkzeuge mitbringt, die Ihnen die Suche nach Fehlern deutlich erleichtern.

Es gibt eine Vielzahl von Python-Entwicklungsumgebungen. Fur den Einstieg emp-
fehle ich, eine einfach zu bedienende Umgebung wie IDLE oder Thonny zu benutzen.
Selbstverstandlich gibt es auch professionelle Entwicklungsumgebungen, die Sie
vielseitig unterstiitzen, aber wegen ihres Funktionsumfangs machen sie den Einstieg
eher schwieriger als einfacher. Fiir komplexe Projekte ist der Umgang mit professio-
nellen Entwicklungsumgebungen zwar notwendig, erste Lernerfolge stellen sich aber
mit einfachen Werkzeugen schneller ein.
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11 Entwicklungsumgebungen

IDLE und Thonny werden von den verbreiteten Betriebssystemen wie Linux, macOS
und Windows unterstttzt. Beide Entwicklungsumgebungen stehen im Internet kos-
tenlos als Download zur Verfiigung. Dort finden Sie auch die Installations- und Bedie-
nungsanleitungen.

1.1.1 IDLE

Die Abkurzung IDLE steht fur Integrated Development and Learning Environment. Bei
der Installation von Python wird diese Entwicklungsumgebung automatisch mit-
installiert.

Wichtige Leistungsmerkmale sind:

» Interaktive Python-Shell (Konsolenprogramm) mit Einfarbung der Schliisselwor-
ter und Ausgabe von Fehlermeldungen.

» Text-Editor mit automatischer Einriickung bei Verzweigungs- und Schleifenkons-
trukten sowie Einfarbung der Schliisselworter. Im Menu EDIT gibt es unter ande-
rem die Optionen Riickgédngigmachen (UNDO), Suchen (FIND), Ersetzen (REPLACE)
und Autovervollstdndigung (EXPAND WORD).

» Debugger mit Haltepunkten und schrittweisem Ausfiihren des Programms.
Unter dem Menueintrag HELP « PYTHON Docs oder mit der Funktionstaste fin-
den Sie eine umfangreiche Hilfe zu Python.

Die Python-Shell (siehe Abbildung 1.1) starten Sie im Menii RUN « PYTHON SHELL.

L ] ® IDLE Shell 3.9.5

|Python 3.9.5 (v3.9.5:0a7dcbdb13, May 3 2021, 13:17:02)
[Clang 6.0 (clang-600.0.57)] on darwin

Type "help”, "copyright", "credits" or "license()" for more information.
=>>12+11

=>> 127
1.7142857142857142
55>

Ln: 12 Col: 4

Abbildung 1.1 Die IDLE-Shell

Mit der Python-Shell konnen Sie alle Grundrechenarten durchfiihren und auch
kleine interaktive Python-Programme testen. Die drei nach rechts weisenden Pfeil-
spitzen >>> stehen fur die Eingabeaufforderung. Nach der Betatigung der [« ]-Taste
ubersetzt der Python-Interpreter die Eingaben, und das Ergebnis wird in der Shell an-
gezeigt. Bei einer fehlerhaften Eingabe erscheint eine Fehlermeldung in der Shell.
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1 Einfuhrung

Wenn Sie z. B. die Anweisung a/b in die Shell eingeben und den Variablen a und b vor-
her keinen Wert zugewiesen haben, erscheint eine Fehlermeldung:

>>> a/b
Traceback (most recent call last):
File "<pyshell#0>", line 1, in <module>
a/b
NameError: name 'a' is not defined

In den Editor von IDLE geben Sie den Quelltext Thres Programms ein, beispielsweise
so wie in Abbildung 1.2.

[ % IDLE Fle Edt Format Run Options Window Help

,r. o 01_idie.py - [ s/ voil 1 'I_llil..m'[!.B.;'I1
a=5

b=2

s=a+b

print("Summe=",s)

@ Ln:1 Cok0 |

Abbildung 1.2 Der Editor von IDLE

Nach dem Programmstart mit der Funktionstaste oder mit RUN « RUN MODULE
werden Sie aufgefordert, den Python-Quelltext unter einem selbst gewdhlten Datei-
namen abzuspeichern. Das Ergebnis erscheint dann wie in Abbildung 1.3 in der IDLE-
Shell.

DR IDLE Shell 3.9.5
Python 3.9.5 (v3.9.5:0a7dcbdb13, May 3 2021, 13:17:02)

[Clang 6.0 (clang-600.0.57)] on darwin
Type "help", "copyright", "credits" or "license()" for more information.

S>>

Summe=7
>o>

L7 Coka |

Abbildung 1.3 Die Ausgabe von IDLE in der Python-Shell

1.1.2 Thonny

Bei der Installation von Thonny wird ein Python-Interpreter bereits mitinstalliert.
Dieser Interpreter arbeitet unabhangig von einer bereits installierten Python-Ver-
sion. Den Installationsort konnen Sie sich mit EXTRAS « INSTALLATIONSVERZEICHNIS
VON THONNY OFFNEN ... anzeigen lassen.
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1.2 Die Installation der Module

Thonny stellt Thnen alle wesentlichen Funktionalitaten einer IDE zur Verfligung: Sie
konnen komfortabel editieren, debuggen, suchen und automatisch ersetzen. Thonny
unterstlitzt Sie auch mit der Autovervollstiandigung von Schlisselwortern und dem
automatischen Auskommentieren und Entkommentieren von markierten Quell-
textabschnitten. Abbildung 1.4 zeigt die Benutzeroberfliche der Entwicklungsumge-
bung unter macOS.

|‘MMWWWWHI¢
¥
L]

e = Thonny - [User 1_e thonny.py @ 4:19
QS HE O W
02_thonny.py - Variablen -
1 a= 5 Nama | Value
2 b=2 2 S
3 s=a+b b 2
4 print("Summe =",s)| k 7
Kommandozeile Assistent
o A9 +honnv. nv
>>> %Run 02_thonny. py The code in 02_thonny.py looks good.
Summe = 7 If it is not working as it should, then
consider using some general
> debugging technigues.
Was it helpful or confusing?
L Python 3.7.9 |

Abbildung 1.4 Die Entwicklungsumgebung von Thonny

Im linken Fenster geben Sie den Quelltext Ihres Programms ein. Wenn Sie im Editor-
fenster mehrere Reiter geoffnet haben, konnen Sie gleichzeitig auch verschiedene
Quelltexte editieren. Mit einem Mausklick auf den Start-Button oder mit der Funk-
tionstaste konnen Sie das Programm tbersetzen. Beim Start des Programms off-
net sich ein Dateidialogfenster, das Sie auffordert, den Quelltext des Programms zu
speichern. Wenn das Programm keine Syntaxfehler enthalt, erscheint das Ergebnis in
dem unteren Fenster KOMMANDOZEILE. Ansonsten wird eine Fehlermeldung ausge-
geben. Wenn Sie im Menii ANSICHT die Optionen VARIABLEN und ASSISTENT akti-
viert haben, erscheinen rechts oben im Fenster VARIABLEN die Namen und Werte der
Variablen. Im Fenster ASSISTENT erscheint eine Meldung, die [hnen mitteilt, ob das
Programm bestimmte formale Kriterien erfillt.

1.2 Die Installation der Module

Die Module numpy, sympy und scipy werden Sie in diesem Buch oft brauchen, um zu
uberprifen, ob Ihre selbst erstellten Algorithmen die erwarteten Ergebnisse liefern.
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1 Einfuhrung

Das Modul matplotlib werden wir nutzen, um mathematische Funktionen als 2D-
oder 3D-Funktionsplots auf dem Bildschirm darzustellen oder zu animieren. In Kapi-
tel 4, »Die Python-Erweiterungsmodule NumPy, Matplotlib, SymPy und SciPy, er-
fahren Sie mehr tiber die Funktionalitat dieser Module.

Die Organisation der Module gibt die Reihenfolge der Installation vor (siehe Abbil-
dung 1.5).

scipy

matplotlib sympy

numpy

python

Abbildung 1.5 Die Organisation der Module

Die Programmiersprache Python ist die Basis aller Module. Das Modul fiir umfangrei-
che numerische Berechnungen numpy baut auf Python auf. Das Modul matplotlib ver-
wendet in der Regel fast immer numpy. Die Module numpy und matplotlib sind wiede-
rum die Basis fiir das Modul scipy, das funktional umfangreichste Modul von Python.
Das Modul fiir symbolische Mathematik sympy ist unabhdngig von den genannten
Modulen.

Sie sollten die Module also in folgender Reihenfolge installieren:

1. numpy

2. matplotlib

3. scipy

4. sympy

Sie konnen diese Module mit dem Paketmanager Python Package Index pip im Ter-
minal Thres Betriebssystems installieren. Wenn Sie die Entwicklungsumgebung
Thonny benutzen, dann entfallt die im Folgenden beschriebene Installation. Thonny
benutzt zwar auch den Paketmanager pip, dieser wird aber bei der Installation der
Module im Hintergrund ausgeflhrt; Sie mussen die Pakete also nicht von Hand
installieren. Thonny bietet Ihnen eine grafische Oberflache, auf der Sie die zu instal-

lierenden Pakete per Mausklick auswahlen konnen. Wie das funktioniert, wird weiter
unten beschrieben.
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1.2 Die Installation der Module

Den Paketmanager pip miissen Sie in der Regel nicht extra installieren, da er automa-
tisch zusammen mit Python eingerichtet wird.

Wenn Sie z. B. das Modul numpy installieren mochten, dann geben Sie in Threm Termi-
nal folgenden Befehl ein:

pip install numpy

Fur die Installation der anderen Module ersetzen Sie numpy durch den entsprechen-
den Namen des Moduls.

Wenn Sie Module aktualisieren mochten, dann geben Sie in Threm Terminal diesen
Befehl ein:

pip install --upgrade numpy

Diese Methode der Installation funktioniert unter den Betriebssystemen Linux,
macOS und Windows. Bei macOS und manchen Linux-Distributionen kann es not-
wendig sein, statt pip den Befehl pip3 einzugeben. Mehr tber pip erfahren Sie unter
https.//pypi.org/project/pip/.

Ein besonderer Vorteil von Thonny besteht darin, Python-Module einfach, d. h. ohne
den Einsatz eines Terminals, installieren zu konnen. Dazu mussen Sie den Dialog
EXTRAS « VERWALTE PAKETE ... 6ffnen (siehe Abbildung 1.6).

| ‘ Thonny  Date Ansicht  Ausflhren  Extras  Hilfe J
r. @ Verwalte Pakete fiir lications/Thonny. i) [Python. i K[Versi
\numpy Suche auf PyPI
| <installieren=> numpy
astroid
asttokens Neueste stabile Version: 1.21.2
berypt Zusammenfassung: NumPy is the fundamental package for
| bitstring array computing with Python.
certifi Autor: Travis E. Oliphant et al.
cffi Homepage: hma.m:mnumnmm
cryptography PyPi-Seite: httos://ovpi.oralproject/numpy/
cycler
| docutils
ecdsa
[ esptool installieren SchiieBen
lsoet |
|- 3|

Abbildung 1.6 Die Installation von Modulen unter Thonny

Links oben geben Sie den Namen des Moduls in das Textfeld ein und klicken auf die
Befehlsschaltfliche SUCHE AUF PyYPI1. Danach klicken Sie auf die Befehlsschaltflache
INSTALLIEREN, und die aktuelle Version des ausgewahlten Moduls wird installiert.
Rechts neben dem INSTALLIEREN-Button konnen Sie auch dltere Versionen eines Mo-
duls auswihlen und diese installieren. Wenn ein Modul schon installiert ist, konnen
Sie es mit dem Button DEINSTALLIEREN wieder entfernen.
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1 Einfuhrung

Thonny speichert die Module in einem eigenen Verzeichnis. So ist sichergestellt, dass
es nicht zu Konflikten mit bereits bestehenden Installationen kommt.

Wenn Sie die Entwicklungsumgebung Spyder benutzen, miissen Sie die oben genann-
ten Module nicht installieren, denn sie sind bereits vorinstalliert. Diese Entwick-
lungsumgebung ist flr fortgeschrittene Programmierer besser geeignet als Thonny.
Néhere Informationen zu dieser Entwicklungsumgebung finden Sie unter der URL
https.//www.spyder-ide.org.

1.3 Schliisselworter von Python

Eine Programmiersprache wird durch ihre Schliisselworter und ihre Syntax beschrie-
ben. Mit den Schlisselwortern konnen Sie Programme erstellen, indem Sie die
Schlusselworter zusammen mit Variablen und Operationen unter Beachtung der
Syntaxregeln der Programmiersprache zu einer Sequenz von Anweisungen zusam-
menstellen, die dann als Computerprogramm ausgefiihrt werden kann. Wenn Sie das
Programmieren mit Python erlernen wollen, sollten Sie sich als Erstes einen Uber-
blick Uber die Schlisselworter verschaffen. Dazu miissen Sie zuerst das Modul
keyword importieren. Anschlief3end konnen Sie sich mit dem Befehl print (keyword.
kwlist) die Schlisselworter in der Konsole anzeigen lassen:

>>> import keyword

>>> print(keyword.kwlist)

['False', 'None', 'True', 'and', 'as', 'assert', 'async', 'await', 'break',
"for',

not',

'class', 'continue', 'def', 'del', 'elif', 'else', 'except', 'finally',
"from', 'global', 'if', 'import', 'in', 'is', 'lambda', 'nonlocal’,
‘or', 'pass', 'raise', 'return', 'try', 'while', 'with', 'yield']
Wenn Sie die Anzahl der Schlisselworter ermitteln wollen, geben Sie in die Python-
Konsole folgenden Befehl ein:

>>> len(keyword.kwlist)
35

Sie mussen zu Beginn Thres Lernprozesses nicht alle Schlisselworter kennen. Es
reicht fiir den Anfang aus, wenn Sie sich nur eine kleine Auswahl einpragen, denn mit
if, else, for, while und der eingebauten Python-Funktion print konnen Sie schon
leistungsfiahige Programme schreiben. Es ist aber hilfreich, wenn Sie sich einen Uber-
blick tiber die einzelnen Funktionalitdten der Schliisselworter verschaffen. Tabelle 1.1
enthilt eine Ubersicht, in der die Schliisselworter nach ihrer Funktionalitit sortiert
wurden.
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1.3 Schliisselworter von Python

Bedingte Schleifen Klassen, Fehlerbehandlung
Anweisungen Module,

Funktionen
if for class try
else in def except
elif while global raise
not break lambda assert
or as nonlocal with
and continue yield
is import
True return
False from
None

Tabelle 1.1 Ubersicht iiber die Schliisselwdrter und eingebauten Funktionen von Python
(Auswahl)

Wenn Sie Informationen tber ein Schliisselwort suchen, geben Sie einfach in die
Python-Konsole den Befehl help('schluesselwort') ein. Der folgende Konsolendia-
log zeigt die Informationen tiber das Schltsselwort for:

>>> help('for")
The "for" statement
sk skofok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok
The "for" statement is used to iterate over the elements of a sequence
(such as a string, tuple or list) or other iterable object:
for_stmt ::= "for" target_list "in"
["else" ":" suite]

expression_list ":" suite

Sie durfen Schliisselworter nicht als Bezeichner fiir Variablen verwenden. Wenn Sie
sich nicht an diese Vorschrift halten, wird nach dem Programmstart in der Python-
Konsole eine Fehlermeldung ausgegeben:
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1 Einfuhrung

01 for=3

02 while=4

03 s=for + while
04 print(s)

Listing 1.1 Schlusselworter als Bezeichner l6sen Fehler aus.

Ausgabe

>>> JRun test.py
Traceback (most recent call last):
File "/Users/.../test.py", line 1
for=3

A

SyntaxError: invalid syntax

Merke

Schliisselworter diirfen nicht als Bezeichner fiir Variablen verwendet werden.

1.4 Maschinengenauigkeit, Rundungsfehler und
Stellenausléschung

Dezimalzahlen werden im Computer als Dualzahlen dargestellt, d. h. im Binarsystem.
Die Darstellung ist nach dem Standard IEEE-754 genormt.

Vv 11 Bit Exponent 52 Bit Mantisse

Abbildung 1.7 Darstellung einer doppelt genauen Gleitpunktzahl

Dem Vorzeichenbit V folgen ein Exponent mit 11 Bit und eine Mantisse mit 52 Bit.
Mit dieser Norm lassen sich Gleitpunktzahlen in der Gréf3enordnung von etwa 2,2 x
107398 bis 1,8 x 10398 darstellen.

Zwei etwa gleich grofe Zahlen kénnen noch addiert werden:

>>> 1e300+1e300
2e+300
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14 Maschinengenauigkeit, Rundungsfehler und Stellenausloschung

Wenn der Wertebereich tiberschritten wird, kommt es zu einem Uberlauf:

>>> 1e308+1e308
inf

Ein Uberlauf wird durch die Bitsequenz inf gekennzeichnet.

Wenn der Wertebereich unterschritten wird, kommt es zu einem Unterlauf, und es
wird mit O weitergerechnet.

Wenn sich die Zahlen jedoch um gewisse Groflenordnungen unterscheiden, wird bei
der Addition die kleinere Zahl einfach ignoriert:

>>> h=1e-9
>>> h+l
1.000000001
>>> h=1le-16
>>> h+l

1.0

Der Dialog zeigt, dass eine Zahl, die gleich oder kleiner als 1071 ist, bei der Addition
ignoriert wird. Weil die Anzahl der Binarstellen im Speicher begrenzt ist, werden alle
Nachkommastellen abgeschnitten, die nicht mehr in den Speicherbereich »passen«.
Behalten Sie das im Hinterkopf, und priifen Sie Berechnungen, bei denen Sie Gleit-
kommazahlen stark unterschiedlicher Grofienordnungen miteinander verrechnen.
In den meisten praktischen Anwendungsfallen muss man nicht mit so grofien oder
so kleinen Zahlen arbeiten, dass diese Ungenauigkeit des Computers zu einem Pro-
blem wird.

1.4.1 Maschinengenauigkeit

Die kleinste darstellbare Zahl wird als Maschinengenauigkeit € bezeichnet. Mit Listing
1.2 kann ¢ berechnet werden:

#imaschinengenauigkeit.py

EPS=1.

while (1.0+EPS)!=1.0:
EPS=EPS/2.0

print(EPS)

1.1102230246251565e-16 #Ausgabe

Listing 1.2 Maschinengenauigkeit ermitteln
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Die while-Schleife wird so lange durchlaufen, bis der Python-Interpreter in Zeile 03
zwischen 1.0 + EPSund 1.0 keinen Unterschied mehr erkennen kann. Wenn das der
Fall ist, gibt er den Wert fiir EPS aus.

Mit der Funktion finfo() aus dem Modul NumPy erhalten Sie ausfiihrlichere Infor-
mationen:

#inp_finfo.py

import numpy as np

EPS = np.finfo(np.float64)
print(EPS)

Ausgabe

Machine parameters for float64

precision = 15 resolution = 1.0000000000000001e-15

machep = -52 eps = 2.2204460492503131e-16
negep = -53  epsneg = 1.1102230246251565e-16
minexp = -1022  tiny = 2.2250738585072014e-308
maxexp = 1024  max = 1.7976931348623157e+308
nexp = 11 min = -max

Nach IEEE-754 hat die Maschinengenauigkeit den Wert EPS =1,11 x 1071, Sie kann auch
aus der Anzahl der Bits (plus Vorzeichenbit) der Mantisse berechnet werden:

EPS = 2(-G2+1) ~ 11.10716

1.4.2 Rundungsfehler

Bei Berechnungen, die eine bestimmte Anzahl von Nachkommastellen verlangen,
entstehen immer Rundungsfehler. Wenn Sie z. B. das Produkt

0,33-0,66 =0,2178
berechnen und auf zwei Nachkommastellen runden, dann entsteht ein Rundungs-
fehler von 0,22 -0,2178 = 0,0022. Die vom Computer erzeugten Rundungsfehler sind

zwar wesentlich kleiner, sie diirfen aber ab einer bestimmten Anzahl der Rechenope-
rationen nicht mehr vernachlassigt werden.

Da die Anzahl der Bits, die die reellen Zahlen im Computer repriasentieren sollen, be-
grenzt ist, konnen reelle Zahlen immer nur naherungsweise als Maschinenzahlen im
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14 Maschinengenauigkeit, Rundungsfehler und Stellenausloschung

Computer dargestellt werden. Jede Reprdsentation einer reellen Zahl durch eine Ma-
schinenzahl ist also systembedingt immer fehlerbehaftet.

Zu diesem systembedingten Fehler addieren sich Fehler, die durch das Runden von
Zwischenergebnissen entstehen. Wird die Rechnung mit Zwischenergebnissen wei-
ter fortgesetzt, so werden die Rundungsfehler weiter durch die Rechnung getragen.
Wenn auf n + 1 Stellen genau gerechnet wird, dann wird das Zwischenergebnis auf n
Stellen gerundet. Da jedes einzelne Zwischenergebnis gerundet wird, addieren sich
die Rundungsfehler zu einem Gesamtfehler [Knorrenschild: 4]. Rundungsfehler ver-
grofiern sich also mit der Anzahl der Rechenoperationen.

Zusatzlich entstehen bei der Ausfithrung von Algorithmen noch sogenannte Verfah-
rensfehler. Das sind alle diejenigen Fehler, die durch ein numerisches Rechenverfah-
ren (Algorithmus) verursacht werden. Beispielsweise kann bei der numerischen Inte-
gration die Flache unter einer Kurve durch Rechtecke, Trapeze oder Parabelbdgen
(das Simpson-Verfahren) angenédhert werden. Die Gesamtfldche wird innerhalb einer
Schleife durch n-maliges Aufsummieren berechnet. Es ist leicht einsichtig, dass das
Simpson-Verfahren kleinere Verfahrensfehler verursacht. Der Nachteil der Rechteck-
summen kann aber in gewissen Grenzen durch eine Verkleinerung der Schrittweite h
kompensiert werden. Dann erhoht sich aber auch die Anzahl der Rechenoperationen,
und der Anteil der Rundungsfehler steigt. Es muss also flir die Anzahl der Rechenope-
rationen ein Optimum existieren, das im Schnittpunkt beider Kurven liegt.

Abbildung 1.8 zeigt den Zusammenhang zwischen Rundungs- und Verfahrensfeh-

lern.
-==- Rundungsfehler
------- Verfahrensfehler
Gesamtfehler /
9]
<]
it

T e

Anzahl der Rechenoperationen

Abbildung 1.8 Zusammenhang zwischen Rundungs- und Verfahrensfehlern
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1 Einfuhrung

In Abschnitt 9.4 wird fiir die numerische Differenziation gezeigt, wie die optimale
Schrittweite h ermittelt werden kann.

1.4.3 Stellenausloschung

Wenn wir mit unserem Taschenrechner oder gedanklich folgende Subtraktion durch-
fihren:

1,001 10712 - 1,000 - 10~2 = 1,000 - 10715

dann erhalten wir das richtige Ergebnis. Fiihren wir aber diese Operation in der
Python-Konsole aus, erhalten wir ein hiervon abweichendes Ergebnis:

>>> 1.001le-12-1e-12
1.0000000000000967e-15

Dieses Phanomen tritt bei der Subtraktion von zwei fast gleich grofien Zahlen auf. Es
wird als Stellenausléschung oder kurz als Ausléschung bezeichnet. Bei der Entwick-
lung von Algorithmen sollte diese Fehlerquelle berticksichtigt werden.

Fazit

Ein Computer kann aufgrund der beschrankten Stellenzahl nicht alle Zahlen exakt
darstellen.

AulRerdem kann er die gewlinschten Berechnungen nicht exakt ausfihren.

Der Vergleichsoperator == sollte nicht im Zusammenhang mit Gleitpunktzahlen ver-
wendet werden.

Das Thema Fehleranalyse wird in Kapitel 8, »Nullstellen berechnen, Kapitel 9, »Nu-
merische Differenziation«, und Kapitel 11, »Numerische Integration«, nochmals auf-
gegriffen. Es kann aber im Rahmen dieses Buches nicht so ausfiihrlich behandelt wer-
den, wie es sich vielleicht einige Leser wiinschen wiirden. Wenn Sie sich tiefer in die
Problematik der Fehleranalyse einarbeiten mochten, empfehle ich folgende Lehr-
biicher zur numerischen Mathematik: [Knorrenschild], [Richter] und [Meister].

1.5 Algorithmenbegriffe

Mit Algorithmen sind Sie seit der Schulzeit vertraut, moglicherweise ohne dass Sie
diesen Begriff benutzt oder gekannt haben. Das war z. B. der Fall, als wir das schriftli-
che Multiplizieren oder Dividieren gelernt haben: Um richtige Ergebnisse zu erhal-
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15 Algorithmenbegriffe

ten, mussten wir genau vorgeschriebene Rechenschritte als Handlungsanweisungen
befolgen. Diese Schritte machen einen Algorithmus aus.

Da es in diesem Buch darum gehen soll, Algorithmen zu entwickeln und als Python-
Quelltext zu implementieren, ist es zundchst sinnvoll, sich genauer anzuschauen,
wie der Begriff Algorithmus in der Fachliteratur definiert wird:

1. »Algorithmen sind eindeutige und endliche Handlungsvorschriften.«
[Oldenburg: 1]

2. »Ein Algorithmus ist eine detaillierte und explizite Vorschrift zur schrittweisen
Losung eines Problems.« [Gumm: 91]

3. »Ein Algorithmus ist ein automatisierbares Verfahren, das einen Input zu einem
Output verarbeitet. Diese Verarbeitung geschieht

1. in endlich vielen Schritten, von denen jeder in endlicher Zeit zu einem
Abschluss kommt, ... und

2. so, dass jeder Schritt aus einer priazisen, unmissverstandlichen und unzweideu-
tig formulierten Anweisung besteht.« [Barth: 8]

4. »Der Begriff Algorithmus wird in der Informatik verwendet, um ein Verfahren zur
Losung eines Problems zu beschreiben, das fiir die Realisierung in Form eines Pro-
gramms geeignet ist.« [Sedgewick: 22]

In der ersten Definition wird die Eindeutigkeit und Endlichkeit betont. Dass ein Algo-
rithmus nicht die Bedingung der Endlichkeit erfullt, kommt z. B. bei einer fehlerhaft
programmierten while-Schleife vor.

Die zweite Definition hebt den schrittweisen Charakter der Problemlésung hervor.

Das komplexe Ganze sollte in ubersichtliche Teilprobleme zerlegt werden.

Die dritte Definition betont die Automatisierbarkeit. Das Problem muss so formu-
liert und beschrieben werden, dass es von einem Computer auch gelost werden kann.
Die Eingaben (Input) miissen immer die gewlnschten Ausgaben (Output) erzeugen.

Die vierte Definition verweist auf die Programmierbarkeit des Problems. Der Algo-
rithmus muss so beschrieben werden, dass er sich auch als Programm implemen-
tieren lasst. Der Quelltext eines Programms ist dann die formulierte Endversion des
Algorithmus.

Anforderungen an einen mathematischen Algorithmus

An einen mathematischen Algorithmus werden folgende Anforderungen gestellt:
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1 Einfuhrung

» Er sollte stabil sein. Diese Anforderung scheint selbstverstandlich zu sein. Die Be-
rechnung des Differenzenquotienten erfillt diese Anforderung aber nicht (Kapitel 9,
»Numerische Differenziation«).

» Ersollte moglichst schnell konvergieren. Diese Anforderung erfillt z. B. das New-
ton-Verfahren zur Nullstellensuche (Kapitel 8, »Nullstellen berechnen).

» Ersollte eine moglichst kurze Laufzeit haben. Bei der Multiplikation von Matrizen
steigt die Laufzeit mit der 3. Potenz der Anzahl der Elemente. Der Strassen-Algo-
rithmus kann die Laufzeit zwar verkiirzen, seine Implementierung verlangt aber
einen hoheren Aufwand.

» Ersollte moglichst wenig Speicherplatz belegen. Dieser Aspekt ist fiir die in diesem
Buch behandelten Algorithmen nicht relevant.

Entwicklungsschritte

Algorithmen werden durch schrittweise Verfeinerung entwickelt. Zuerst wird das
Problem ausfuhrlich analysiert und beschrieben. Dann wird eine Grobstruktur fest-
gelegt. Hierbei wird haufig Pseudocode verwendet. Unter Pseudocode versteht man
eine knappe Beschreibung eines Problems mit reduzierten Sprachelementen, die un-
abhangig von der Syntax einer Programmiersprache gewahlt werden, sich aber an
deren Grundelementen orientieren. Pseudocode ist ein guter erster Schritt, um die
eigenen Gedanken zu sortieren.

In einem letzten Schritt wird der Quelltext in einen Editor eingegeben, und anschlie-
fend wird das Programm, je nach Programmiersprache, mit einem Compiler oder In-
terpreter in Maschinensprache tbersetzt, die von der Hardware des Computers aus-
gefuhrt werden kann. Ein Compiler erzeugt direkt ein ausfiilhrbares Programm, das
unter Windows an der Dateiendung .exe erkennbar ist.

Ein Interpreter Ubersetzt den Quelltext Zeile fur Zeile. Wenn Sie das Python-Pro-
gramm test.py im Terminal ausfithren wollen, dann miussen Sie den Befehl python
test.py eingeben. Die Ausgabe erscheint dann im Terminal. Fiir das Erlernen des Pro-
grammierens sind interpretierende Programmiersprachen besser geeignet als Com-
pilersprachen, weil die Entwicklungsumgebungen bei Programmierfehlern eine de-
taillierte Riickmeldung uber die Art und den Ort des Fehlers schon wahrend des
Ubersetzungsvorgangs im Konsolenfenster ausgeben.

Bei der Entwicklung von Algorithmen kommen grundsatzlich nur drei Strukturen
vor: Sequenz, Verzweigung und Wiederholung — darauf werde ich in Kapitel 3, »Pro-
grammstrukturen, eingehen. Es ist schon erstaunlich, dass mit nur drei Programm-
strukturen alle 16sbaren Probleme gelost werden konnen.
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Die Effizienz eines Algorithmus wird durch den Speicherplatzbedarfund die Laufzeit-
komplexitét (siehe Abschnitt 3.9) beschrieben. An der Anzahl der ineinander ver-
schachtelten Schleifen kann schon die Komplexitatsklasse erkannt werden. Einfache
Sortieralgorithmen bestehen immer aus zwei ineinander verschachtelten Schleifen.
Sie haben deshalb eine quadratische Laufzeitkomplexitit von O(n?). Das heif}t: Wenn
sich die Anzahl der zu sortierenden Elemente verdoppelt, vervierfacht sich die Lauf-
zeit.

Viele Menschen bevorzugen ein Vorgehen, das durch Versuch und Irrtum geleitet ist.
Scherzhaft wurde dieses Vorgehen auch als VHIT (vom Hirn ins Terminal) beschrie-
ben. Ein ideales Vorgehen sollte aber immer aus einer ausfihrlichen Planung beste-
hen, die konservativ mit Papier und Bleistift beginnt.

Bevor Sie mit den Planungsschritten beginnen kénnen, missen Sie jedoch wissen,
welche Datentypen und Datenstrukturen Python zur Verfiigung stellt (siche Kapitel 2,
»Datentypen und Datenstrukturenc).

1.6 Ubungen

Diese Ubungen kénnen Sie tibergehen, wenn Sie nicht in Details der Fehleranalyse
einsteigen mochten. Es sollen drei Probleme der numerischen Berechnung mit dem
Computer untersucht werden:

1. Hat die Reihenfolge der Summanden einen Einfluss auf das Ergebnis?
2. Gilt das Distributionsgesetz auch auf dem Computer?

3. Wie entsteht Instabilitat?

Die Bedeutungen der einzelnen Anweisungen in den Quelltexten werden in den
nachfolgenden Kapiteln erklart, sie miissen Sie jetzt noch nicht verstehen. Ein intui-
tiver Zugang reicht aus.

1. Ubung: Hat die Reihenfolge der Summanden einen Einfluss auf das Ergebnis?

Es soll die Summe der Kehrwerte der Quadratzahlen von 1 bis n berechnet werden:

n
2
S = -y
lZ

i=1

In Zeile 03 konnen Sie die Anzahl der Summanden dndern und so den Einfluss auf das
Ergebnis untersuchen.
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01 #U_01_01.py
02  summe=0

03 n=300
04 for i in range(1,n+1,1):
05 summe=summe+1/i**2 fabsteigende Werte

06 print(summe)
07 summe=0
08 for i in range(n,0,-1):

09 summe=summe+1/i**2 #aufsteigende Werte
10 print(summe)
11 #genau

12 from sympy.abc import i

13 from sympy import Sum

14 s=Sum(1/i**2, (i,1,n)).doit().evalf(20)
15 print(s)

Listing 1.3 Anordnung der Summanden

Ausgabe

1.6416062828976226 #fabsteigend
1.6416062828976228 #faufsteigend
1.6416062828976228698 #genau

Die Ausgabe zeigt: Wenn die Summanden in absteigender Reihenfolge addiert wer-
den, unterscheiden sich die Ergebnisse minimal. Diese Aussage trifft aber nur fiir eine
grofie Anzahl von Additionen zu (etwa n>300).

Fazit: Bei der Addition einer grofien Anzahl von Summanden sollten Sie die Sum-
manden in der Reihenfolge aufsteigender Betrdge addieren [Knorrenschild: 6].

2. Ubung: Gilt das Distributionsgesetz?

Es soll untersucht werden, ob fir die Formeln
x=a-c—b-c

und

y=(a—-b)-c

Python unterschiedliche Ergebnisse berechnet. In den Zeilen 02 bis 03 konnen Sie
Zahlenwerte andern und so den Einfluss auf das Ergebnis untersuchen.
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01 #U_01_02.py

02 a=4.2348

03 b=3.2349

04 ¢=2.1234

05 x=a*c-b*c

06 y=(a-b)*c

07 print(x)

08 print(y)

09 f#genauer

10 from decimal import *
11 getcontext().prec = 16
12 a,b,c=Decimal(a),Decimal(b),Decimal(c)
13 u=a*c-b*c

14 v=(a-b)*c

15 print(u)

16 print(v)

Listing 1.4 Untersuchung des Distributivgesetzes

Ausgabe

2.1231876599999993
2.1231876599999997
2.123187660000000
2.123187660000000

Die Ausgaben fiir die Zeilen 07 und 08 sind beide ungenau. Sie unterscheiden sich
nur in der letzten Dezimalziffer. Das Python-Modul decimal (Zeile 10) ermdoglicht eine
genauere FliefSpunkt-Arithmetik. Bei den vorgegebenen Daten wird das Distributiv-
gesetz erfiillt. Experimentieren Sie mit der Genauigkeit (Zeile 11), und beobachten Sie
die Ausgaben.

3. Ubung: Was ist instabiles Verhalten?
In die Funktionsgleichung
e* -1

X

y=f(x)=

sollen fiir x die Werte von 107 bis 107 eingesetzt werden. Zu erwarten ist, dass sich
der Funktionswert dem Grenzwert 1 (fiir x — O) anndhert.
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01 #U_01_03.py

02 from math import exp
03 x=0

04 for i in range(5,16):
05 x=10%*-1

06 y=(exp(x)-1)/x
07 print(x,"",y)

Listing 1.5 Instabiles Verhalten

Ausgabe

le-05 1.000005000006965
le-06 1.0000004999621837
le-07 1.0000000494336803
1e-08 0.999999993922529
1le-09 1.000000082740371
le-10 1.000000082740371
le-11 1.000000082740371
le-12 1.000088900582341
le-13 0.9992007221626409
le-14 0.9992007221626409
le-15 1.1102230246251565

Bis 1078 nédhert sich der Wert von y wie erwartet dem Grenzwert 1. Danach steigt er
wieder und fallt dann wieder ab. Das ist das typische Merkmal fiir einen instabilen
Algorithmus. Diese Instabilitat wird durch Ausléschung verursacht.
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Kapitel 5
Zahlen

In diesem Kapitel werden der euklidische Algorithmus, das Sieb
des Eratosthenes, der Heron-Algorithmus und ausgewdhlte Algo-
rithmen flir die Berechnung der Kreiszahl mwund der eulerschen
Zahl e behandelt.

Mathematiker haben die natiirlichen Zahlen N, die ganzen Zahlen 7, die rationalen
Zahlen Q, die reellen Zahlen R und die komplexen Zahlen C erfunden. Zahlen sind also
nicht naturgegeben, sondern ein Konstrukt des menschlichen Geistes. Daher hat der
uns heute als selbstverstandlich erscheinende Zahlenbegriff eine lange Geschichte.

In der griechischen Mathematik hatte das Wort Zahl seit Pythagoras (ca. 580-500
v. Chr.) die Bedeutung einer positiv natiirlichen Zahl. Leonardo von Pisa, auch be-
kannt als Fibonacci (1170-1240), fiihrte in seinem Buch Liber Abbaci (1202) die uns
heute geldufigen indisch-arabischen Ziffern einschlieflich der O ein [Stewart: 150].
Michael Stifel (1487-1567) iiberlegte sich, ob Briiche und irrationale Zahlen wahre oder
fingierte Zahlen sind. Er stellte die Hypothese auf, dass zwischen zwei ganzen Zahlen
unendlich viele Briiche, aber auch unendlich viele irrationale Zahlen liegen miissen
[Gericke: 245 f.]. Simon Stevin (1548-1620) schlug 1585, auf der Suche nach einer prazi-
sen Buchfilhrungsmethode, eine Dezimalschreibweise als Ersatz fiir die zu seiner Zeit
noch gebrauchlichen Briiche vor. Er betonte die besondere praktische Bedeutung sei-
nes Systems:

»Alle geschdftsmdfSigen Berechnungen lassen sich unter alleiniger Nutzung
ganzer Zahlen und ohne Hilfe von Briichen durchfiihren.« [Stewart: 151]

Nachdem Leonhard Euler 1777 das Symbol i als Darstellung fiir V—1 veréffentlichte
[Stewart: 188], schlug Caspar Wessel 1797 die Darstellung komplexer Zahlen in der
komplexen Zahlenebene vor. Carl Friedrich Gauf$ formulierte 1799 in seiner Dis-
sertation, unabhéangig von Wessel, dieselbe Idee [Stewart: 192]. Die Bezeichnung
komplexe Zahl hat Gauf erst 1831 eingefiihrt. Obwohl Cardano (1501-1576) diese Be-
zeichnung noch nicht kannte, 16ste er die gemischt quadratische Gleichung
x? —10x + 40 = 0(x; , = 5 £ V—15). Er bezeichnete V=15 als quantitas sophistica.
Gericke Uibersetzt diesen Ausdruck mit formale Gréfse [Gericke: 238].
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5 Zahlen

Ein ahnliches Phanomen zeigt sich auch bei dem Umgang mit negativen Zahlen und
der Null. Es hat sehr lange gedauert (etwa bis zum 19. Jahrhundert), bis diese Zahlen
als echte Zahlen anerkannt wurden, obwohl man mit ihnen zuvor schon Rechenope-
rationen ausgefiihrt hatte. Stifel bezeichnet negative Zahlen als numeri absurdi und
numeri ficti infra nihil, er sagt aber auch, dass diese Fiktion einen grofien Nutzen fir
die Mathematik hat [Gericke: 248].

Abbildung 5.1 veranschaulicht die aktuell bekannten Zahlen als Mengendiagramm.

Zahlenmengen

Abbildung 5.1 Strukturierung der Zahlen

Die nattirlichen Zahlen N sind eine Teilmenge der ganzen Zahlen Z. Diese sind eine
Teilmenge der rationalen Zahlen Q. Diese sind wiederum eine Teilmenge der reellen
Zahlen IR, und diese sind letztendlich eine Teilmenge der komplexen Zahlen C.

Mathematiker formulieren diesen Zusammenhang mit den Symbolen der Mengen-
lehre so:

NcZcQcRcC
Zahlen wurden zunéchst erfunden, um praktische Probleme des Alltags zu bewilti-
gen: das Zahlen, Teilen, Rechnen und das Losen von Gleichungen.

Die folgenden funf Gleichungen verdeutlichen, wie die Menge der natiirlichen Zah-
len erweitert werden muss, um diese Gleichungen l6sen zu konnen:
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5 Zahlen

(1) x=2=0 4) x2-2=0
2 x+2=0 (5) x2+2=0
(3) 3x—2=0

Natdirliche Zahlen

Durch Umstellen erhalt man die Losungen der Gleichungen. Die Losung der Glei-
chung (1) ist eine natiirliche Zahl x = 2. Wenn fiir x der Wert 2 eingesetzt wird, ist die
Gleichung erftllt. Die Aussage der Gleichung ist wahr, wenn x = 2 ist, denn es gilt: 2 -
2 = 0. Fur die Menge der natiirlichen Zahlen schreibt man:

N=1{1,23,4,5,6,78,9,10..}

Jedes nachfolgende Element wird dadurch erzeugt, dass die Zahl 1 zum Vorganger ad-
diert wird. Dieser Prozess der fortlaufenden Operation endet nie. Es gibt also unend-
lich viele nattirliche Zahlen.

Die Operationen der Addition und der Multiplikation mit natiirlichen Zahlen erge-
ben wieder natiirliche Zahlen. Die Division von zwei natiirlichen Zahlen muss nicht
aufgehen, es kann ein Rest entstehen.

Ganze Zahlen

Die Losung der Gleichung (2) ist eine negative Zahl: x =-2. Um Gleichungen vom Typ
x+a=0,mita € N, 16sen zu konnen, miissen negative Zahlen eingefiihrt werden. Die
Menge der nattrlichen Zahlen wird durch alle negativen ganzen Zahlen erweitert.
Diese neu entstandene Menge wird als die Menge aller ganzen Zahlen Z bezeichnet.
Fir die Menge der ganzen Zahlen gilt:

Z={.,-3,-2,-1,01,23,..}

Rationale Zahlen

Gleichung (3) ist nicht mehr innerhalb der Menge der ganzen Zahlen 16sbar. Diese
Gleichung hat die Losung x = 2/3. Um Gleichungen vom Typa -x-b =0, mita, b € Z
losen zu konnen, miissen Briiche eingefiihrt werden. Diese Briiche bezeichnet man
als rationale Zahlen Q. Fur die Menge der rationalen Zahlen gilt:

Q={%|m,nEZ,n#=0}
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5 Zahlen

Reelle Zahlen

Gleichung (4) hat die Losung x = V2 = 1,4142135623730951... Diese Gleichung ist nicht
innerhalb der Menge der rationalen Zahlen losbar. Die Menge der rationalen Zahlen
Q muss um die Menge der irrationalen Zahlen 1 erweitert werden, um Gleichungen
vom Typ x?—a=0,mita=2,3,56,78,10,11,12, ... 16sen zu konnen.

Weil sich Wurzeln wie z. B.v/2,v/3, /5, v6,v7,/8,4/10,v11, /12, ... nicht als rationale
Zahlen (Briiche) darstellen lassen, bezeichnet man diese Zahlen auch als irrationale
Zahlen 1. Die Menge der reellen Zahlen R erhdlt man, wenn man die Menge der ratio-
nalen Zahlen Q mit der Menge der irrationalen Zahlen I vereinigt. In Mengenschreib-
weise formuliert:

R={auUblaeQbel}

Komplexe Zahlen

Um Gleichungen vom Typ x?+ a = O mit Wurzeln aus negativen Zahlen 16sen zu kon-
nen, wurde die imaginire Einheit i eingefiihrt. Es gilt: i = -1. Die Gleichung (5) hat
demnach die Lésungen x; = v2i und x, = —2i. Die gemischt quadratische Glei-
chung

x2—4x+29=0
hat die Losungsmenge:

x112=2iv—25=2i5i

Die Losung setzt sich aus einem Real- und einem Imaginarteil zusammen. Diese Zah-
len sind Teilmengen der komplexen Zahlen C. Um Gleichungen von diesem Typ x* +
p-x+q=0mit(p/2)?>-q<0lésen zu kdnnen, muss die Menge der reellen Zahlen um
die Menge der komplexen Zahlen C erweitert werden. Der Konsolendialog zeigt die
Losung der gemischt quadratischen Gleichung mit SymPy:

>>> from sympy import *
>>> x=symbols('x")

>>> y=x**F2-4%x+29

>>> solve(y,x)

[2 - 5*%I, 2 + 5*I]

Formal schreibt man fur die Menge der komplexen Zahlen:

C={z=a+bilaeRbER,i*=-1}
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5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

Darstellung im Dezimalsystem

In allen Kulturen werden Zahlen durch Ziffern reprasentiert. Die Ziffern des dezima-
len Zahlensystems stammen aus Indien, sie werden hintereinander in eine Reihe no-
tiert. Die Stelle, an der eine Ziffer steht, bestimmt den Wert der Zahl.

Wahlt man eine Ziffer in der Mitte der Ziffernfolge aus, dann reprasentiert die weiter
links von der gewahlten Ziffer stehende Ziffer einen hoheren Zahlenwert als die
rechts davon stehende Ziffer. Aus der Anordnung der Ziffern entsteht ein Zahlensys-
tem. Weil die Stelle einer Ziffer den Wert einer Zahl bestimmt, heif3t dieses Konstrukt
auch Stellenwertsystem. Im dezimalen Zahlensystem wird der Wert einer Ziffer be-
rechnet, indem man die Ziffer a aus dem Ziffernvorrat {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} mit einer
ganzzahligen Potenz der Basis a - 10" multipliziert. Die ganze Zahl n reprasentiert den
Stellenwert. Gezahlt wird von O bis n, aber nicht von links nach rechts, sondern um-
gekehrt, beginnend mit der letzten Ziffer, von rechts nach links: Einer, Zehner, Hun-
derter, Tausender usw.

Um den Wert der Zahl zu bestimmen, muss man diese einzelnen Produkte aus Zif-
fernwert und n-ter Potenz addieren. Diese Operation mussen Sie selbstverstandlich
nicht ausfiihren, denn ihr Wert ist bereits durch ihre dezimale Darstellungsform ge-
geben.

5.1 Natiirliche und ganze Zahlen

Um den euklidischen Algorithmus und das Sieb des Eratosthenes zu verstehen, muss
zundchst das Problem der Teilbarkeit ndher untersucht werden. Die hierfiir notwen-
digen Rechenoperationen konnen noch innerhalb der Menge der nattirlichen Zahlen
durchgefiihrt werden. Bei der Berechnung der Linearfaktoren u und v des erweiterten
euklidischen Algorithmus kdnnen diese Faktoren negative Werte annehmen (Listing
5.7). Die Rechenoperationen missen also innerhalb der Menge der ganzen Zahlen
durchgefiihrt werden.

5.1.1 Teilbarkeit

Die Teilbarkeit ist eine mathematische Beziehung zwischen zwei nattrlichen Zahlen.
Eine natirliche Zahl ist durch eine andere natiirliche Zahl teilbar, wenn sich bei der
Division kein Rest ergibt. Wenn b ein Teiler von a ist, schreibt man abgekurzt: b | a.
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5 Zahlen

Auch andere Formulierungen sind tiblich:
> bteilta
» bmissta.

» aistein Vielfaches von b.

Es gibt einfache Regeln, mit denen Uberpriift werden kann, ob eine Zahl durch die
Zahlen von 2 bis 10 ohne Rest teilbar ist. Eine Zahl ist durch

> 2 teilbar, wenn ihre letzte Stelle eine O oder eine gerade Zahl ist.

3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

4 teilbar, wenn die letzten beiden Stellen durch 4 teilbar sind.

5 teilbar, wenn ihre letzte Stelle eine O oder 5 ist.

6 teilbar, wenn sie durch 2 und ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.
7 teilbar: Hier gibt es keine einfache Regel!

8 teilbar, wenn die letzten drei Stellen durch 8 teilbar sind.

9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

vV vV v v v v v VY

10 teilbar, wenn die letzte Stelle eine O ist.

Gerade und ungerade Zahlen

Alle geraden Zahlen lassen sich ohne Rest durch 2 teilen. Trifft dies nicht zu, dann ist
die Zahl ungerade. Ob eine Zahl n > 10 gerade oder ungerade ist, erkennt man an ihrer
letzten Stelle. Wenn die letzte Ziffer einer ganzen Zahl sich durch 2 teilen lasst oder
eine O ist, handelt es sich um eine gerade Zahl.

Listing 5.1 wertet die letzte Ziffer einer Zahl daraufthin aus, ob sie gerade oder unge-
rade ist. Diese Vorgehensweise ist nicht besonders elegant; sie dient dazu, die oben
beschriebene Regel auszuprobieren. Mit der Modulo-Operation n%2 kann einfacher
Uberpriift werden, ob eine Zahl gerade oder ungerade ist (siche Aufgabe 1).

01 #01_gerade_ungerade.py
02 def gerade_ungerade(zahl):

03 strzahl=str(zahl)

04 letzteziffer=strzahl[-1]

05 1z=int(letzteziffer)

06 if (1z==0)or(1lz==2)or(lz==4)or(lz==6)0r(12==8):
07 return "gerade Zahl"

08 else:

09 return "ungerade Zahl"
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5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

10 #Hauptprogramm

11 #z=1234

12 z=234563

13 print(z,"ist eine",gerade_ungerade(z))

Listing 5.1 Gerade oder ungerade Zahlen ermitteln

Ausgabe

234563 ist eine ungerade Zahl

Analyse

In Zeile 04 wird das letzte Zeichen der Stringvariablen strZahl ermittelt. Mit dem In-
dex -1 kann man auf das letzte Element einer Liste zugreifen. Dieses Zeichen wird in
Zeile 05 in eine numerische Variable 1z vom Typ Integer umgewandelt.

In Zeile 06 erfolgt die Fallabfrage, ob die letzte Ziffer eine gerade Zahl ist. Wenn das
der Fall ist, dann wird der String gerade Zah1 zuriickgegeben (Zeile 07). Wenn die letzte
Ziffer keine gerade Zahl ist, wird die return-Anweisung in Zeile 09 ausgefiihrt.

Quersumme

Die Quersumme einer naturlichen Zahl ist die Summe ihrer Ziffernwerte. Mit Quer-
summen kann z. B. iberpriift werden, ob eine Zahl durch 3 oder 9 teilbar ist. Einfache
Priifverfahren benutzen Quersummen, um zu Uberpriifen, ob ein Nachrichtenkanal
eine Ziffernfolge fehlerfrei Ubertragt. Fur die Zahl 123456789 betragt die Quersumme
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45 Mit Listing 5.2 konnen Sie die Quersummen beliebiger
naturlicher Zahlen berechnen:

01 #02_quersumme.py
02 #Division mit Rest
03 def quersummel(z):

04 gs=0

05 while z!=0:

06 gs=qs+z%10
07 z=2//10

08 return gs

09 #typische Losung mit Python
10 def quersumme2(z):

11 strzahl=str(z)
12 gs=0
13 for ziffer in strZahl:
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5 Zahlen

14 qs=qs+int(ziffer)

15 return gs

16 #Hauptprogramm

17  zahl=123456789

18 #qg=quersummel(zahl)

19 g=quersumme2(zahl)

20 print("Die Quersumme von",zahl,"ist",q)

Listing 5.2 Berechnung von Quersummen

Ausgabe

Die Quersumme von 123456789 ist 45

Analyse

Die Quersumme der Zahl z soll berechnet werden. Dazu wird ihr Divisionsrest z%10 in
Zeile 06 zu der Quersumme qgs aufaddiert. In Zeile 07 erfolgt eine Ganzzahldivision
z//10. Diese Division wird so lange ausgefiihrt, bis z ungleich O ist (Zeile 05). Die ist
die klassische Losung. Mit Python geht das eleganter.

In Zeile 11 wandelt die eingebaute Python-Funktion str(z) die Zahl z in einen String
um. In Zeile 13 erfasst die Laufvariable ziffer alle Zeichen des Strings strZahl.In Zeile
14 wird das Zeichen ziffer in eine Ganzzahl umgewandelt und zur Summe gs auf-
addiert.

5.1.2 Division mit Rest

Der folgende Konsolendialog zeigt eine Ganzzahldivision mit dem Operator //, eine
Modulo-Division mit dem Operator % und eine Division mit der eingebauten Funk-
tion divmod(17,5), die das Ergebnis beider Operationen als Tupel zuriickgibt:

>>> 17//5

3

>>> 17%5

2

>>> divmod(17,5)
(3, 2)

Die Zahl 5ist kein echter Teiler von 17. Wenn 17 durch 5 geteilt wird, ergibt sich ein Rest
von 2. Abbildung 5.2 veranschaulicht diesen Sachverhalt.
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5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

- 17 >

Abbildung 5.2 Veranschaulichung der Division mit Rest

Die Zahl 5istin der Zahl 17 also dreimal enthalten. Wenn von der Zahl 17 die Zahl 5 fort-
laufend subtrahiert wird, dann kann diese Operation dreimal durchgefiihrt werden,
ohne dass das Ergebnis negativ wird. Es bleibt ein Rest von 2.

Fur die Division mit dem Dividend a und dem Divisor b gilt allgemein:
a=m-b+r

In dem Beispiel »17 geteilt durch 5« ista =17, m = 3, b = 5und r = 2. Der Quotient m ist
eine nichtnegative ganze Zahl

Fur den Divisionsrest r gilt allgemein: 0 <r < b.

In der Schreibweise der modularen Arithmetik wird der Rest r mit dem Modul m als
Division mit Rest berechnet:

amodm=r
Furallea,r,m € Zund m > O wird geschrieben
a =rmodm

wenn gilt: m teilta—-rbzw.m|a-r.

Exkurs: Kongruenz

Zwei ganze Zahlen a und b heilRen kongruent modulo m, wenn die Division von a und
b durch m den gleichen Rest r 1asst. Im obigen Beispiel sind 2, 7,12 und 17 alle kongru-
ent, da bei Division durch 5in allen Fallen der Rest 2 Uibrigbleibt.

Der folgende Konsolendialog zeigt, ob zwei Kongruenzen iibereinstimmen:

>>> def kongruent(a,b,m):
return a%m==b%m

>>> kongruent(12,17,5)
True
>>> kongruent(12,22,5)
True
>>> kongruent(27,22,5)
True
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Rechenregeln fir mod m:

(a +b)modm = ((@modm) + (bmodm)) modm
(a—b)modm = ((@modm) — (bmodm)) modm
(a-b) modm = ((amodm) - (bmodm)) modm
c@ modm = ((c® modm) )" mod m

Der folgende Konsolendialog demonstriert die Anwendung der Rechenregeln:

>>> a=11

>>> b=17

>>> m=5

>>> (a+b)%m

>>> ((a%m)+(b%m))%m
>>> (a-b)%m

>>> ((a%m)-(b%m))%m
>>> (a*b)%m

>>> ((a%m)*(b%m))%m

Mit Listing 5.3 soll die Division mit Rest veranschaulicht werden. Das Programm be-
rechnet die Division mit Rest iterativ durch fortlaufende Subtraktion:

01 #03_modulo.py
02 def mod(a,b):

03 i=0

04 while a>=b:
05 a=a-b
06 i=i+1
07 return i,a
08 #Hauptprogramm
09 z1=17

10 z2=5

11 ganz,rest=mod(z1,z2)
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12 print(zl,"geteilt durch",z2,"ergibt:",ganz, "Rest",rest)
13 print("Mit divmod berechnet:",divmod(z1,22))

Listing 5.3 Division mit Rest

Ausgabe

17 geteilt durch 5 ergibt: 3 Rest 2
Mit divmod berechnet: (3, 2)

Analyse

In Zeile O5 wird von der Zahl a die Zahl b so lange subtrahiert, bis die Subtraktion nicht
mehr aufgeht. Dieser Vorgang wird in Zeile 06 gezdhlt. Die Variable i reprasentiert
das Ergebnis der Division. Ubrig bleibt der Rest a. Beide Werte werden in Zeile 07 zu-
rickgegeben.

Exkurs: Neunerpriifung

Mit der Neunerpriifung kann tiberpriift werden, ob das Produkt zweier Zahlen a und
b das richtige Ergebnis liefert. Dazu miussen folgende Operationen ausgefiihrt wer-
den:

» Berechne das Produkta - b.

» Berechne die Quersummen Q(a), Q(b) und Q(a - b).

» Berechne das Produkt der Quersummen Q(a) - Q(b).

» Priife: Q(a) - Q(b) = (a - b) (mod 9) [Ziegenbalg: 106].

Bei der Neunerprifung handelt es sich nur um eine Plausibilitatsprufung. Sie liefert

nur eine notwendige und keine hinreichende Bedingung dafiir, dass das Ergebnis
auch korrekt ist.

5.1.3 Der euklidische Algorithmus

Der euklidische Algorithmus berechnet den grofiten gemeinsamen Teiler (ggT) von
zweinaturlichen Zahlen a und b. Er kann z. B. dafiir verwendet werden, Briiche zu kiir-
zen. Es gibt verschiedene Varianten des ggT-Algorithmus. Durch fortlaufendes Sub-
trahieren werden die beiden Zahlen a und b so lange voneinander subtrahiert, bis der
ggT gefunden ist (Listing 5.5). Dies ist der Algorithmus, den Euklid ausfiihrt [Scheid:
27). Er wird als Subtraktionsform [Ziegenbalg: 44] oder Wechselwegnahme [Scheid: 28]
bezeichnet. Eine zweite Variante berechnet den ggT mithilfe der Modulo-Operation
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(Listing 5.6). In der Fachliteratur werden beide Varianten als euklidischer Algorith-
mus bezeichnet.

Der groRRte gemeinsame Teiler

Den grofiten gemeinsamen Teiler von zwei nattirlichen Zahlen konnen Sie ermitteln,
indem Sie alle Teiler dieser Zahlen aufschreiben und die Teiler auswahlen, die fir
beide Zahlen gleich sind und den grof3ten Wert haben. Tabelle 5.1 zeigt die Teiler der
Zahlen 78 und 174.

78 2 3 6 13 26 39

174 2 3 6 29 58 87

Tabelle 5.1 Die Teiler von zwei Zahlen

Aus Tabelle 5.1 konnen Sie jetzt ablesen, dass 6 der grofite gemeinsame Teiler von 78
und 174 ist. Abgekurzt schreibt man: ggT(78,174) = 6.

Listing 5.4 berechnet die in Tabelle 5.1 aufgelisteten Teiler:

01 #04_teiler.py
02 def berechneTeiler(zahl):

03 teiler=[]

04 for t in range(2,zahl//2+1):
05 if zahl%t==0:

06 teiler.append(t)

07 else:

08 continue

09 return teiler

10 #Hauptprogramm

11 z1=78

12 z2=174

13 print("Teiler von",z1,"=",berechneTeiler(z1))
14 print("Teiler von",z2,"=",berechneTeiler(z2))

Listing 5.4 Teiler von zwei Zahlen berechnen

Ausgabe

[2, 3, 6, 13, 26, 39]
[2, 3, 6, 29, 58, 87]

Teiler von 78
Teiler von 174
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5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

Analyse

In Zeile 03 wird eine leere Liste teiler erzeugt. In Zeile 04 wird die for-Schleife von 2
bis zah1//2+1 ausgefiihrt. Wenn der Divisionsrest gleich O ist (Zeile 05), dann wird der
Teiler t an die Liste teiler angehdngt (Zeile 06). Ansonsten wird die Schleife weiter
durchlaufen (Zeilen 07 und 08).

Den groRten gemeinsamen Teiler durch Wechselwegnahme berechnen

Das Verfahren, alle Teiler von zwei Zahlen in eine Tabelle einzutragen, um dann aus
den Eintragen den grofiten gemeinsamen Teiler zu ermitteln, ist sehr umstandlich.
Einfacher geht es mit dem euklidischen Algorithmus. Euklid von Alexandria (ca. 365-
300 v. Chr.) hat ihn in seinem berithmten Buch Die Elemente, das noch bis in die
zweite Halfte des 19. Jahrhunderts als Mathematiklehrbuch genutzt wurde, als Pro-
zess einer fortlaufenden Subtraktion beschrieben:

»Nimmt man abwechselnd immer das Kleinere vom Grofseren weg, dann mujf3
der Rest schliefilich die vorhergehende GréfSe messen ...« [Zehntes Buch, §3].

Von der grofieren Zahl wird die kleinere subtrahiert. Fiir die Subtraktion gilt:
Minuend - Subtrahend = Differenzwert

Von dem Ergebnis, also dem Differenzwert, wird dann wieder die kleinere Zahl sub-
trahiert. Diese Operation wird so lange fortgesetzt, bis die Teilung abgeschlossen ist.
Wenn der Subtrahend grofier als der Minuend ist, werden beide Zahlen vertauscht.

Am Beispiel der Zahlen 78 und 174 soll gezeigt werden, wie der euklidische Algorith-
mus funktioniert:

>>> 174-78
96
>>> 96-78
18
>>> 78-18
60
>>> 60-18

>>> 42-18
>>> 24-18

>>> 18-6
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12
>>> 12-6

Der grofite gemeinsame Teiler von 78 und 174 ist also, wie oben bereits ermittelt
wurde, die Zahl 6.

Python verfiigt tiber die eingebaute Funktion gcd(a,b) (greatest common divisor). Mit
dem folgenden Konsolendialog wird das Ergebnis tiberpruft:

>>> from math import gcd
>>> gcd(78,174)
6

Wenn zwei Zahlen keinen gemeinsamen Teiler haben, dann ist der gemeinsame Tei-
ler gleich 1: z. B. ggT(7,8) = 1. Fir Primzahlen gilt grundsatzlich: ggT(prim,, prim,) = 1.
Der nachfolgende Konsolendialog zeigt zwei Beispiele:

>>> gcd(7,8)

1

>>> gcd(17,19)
1

In Pseudocode Ubersetzt, lasst sich der euklidische Algorithmus wie folgt formulie-
ren:

solange a ungleich b:
Ausgabe a und b

wenn a > b:
a=a-b

sonst:
b=>b-a

Listing 5.5 berechnet den grofiten gemeinsamen Teiler der Zahlen 78 und 174 durch
Wechselwegnahme. Die einzelnen mathematischen Operationen werden mit ausge-

geben.

01 #05_euklid.py

02 a=78

03 b=174

04 while al=b:

05 if a>b:

06 print(a,"-",b,"=",a-b)
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5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

07 a=a-b
08 elif bra:
09 print(b,"-",a,"=",b-a)
10 b=b-a

Listing 5.5 Der euklidische Algorithmus

Ausgabe

174 - 78 = 96
9 - 78 = 18
78 - 18 = 60
60 - 18 = 42
42 - 18 = 24
24 - 18 = 6
18 - 6 =12
12 -6 =6
Analyse

Die while-Schleife (Zeilen 04 bis 10) wird so lange durchlaufen, wie a ungleich b ist.
Wenn a grofier b ist (Zeile 05), dann wird die Differenz a-b berechnet (Zeile 07). An-
sonsten wird b-a berechnet (Zeile 10).

Den groBten gemeinsamen Teiler mit dem Modulo-Operator berechnen

Das Verfahren der Wechselwegnahme ist aufwendig. Mithilfe der Modulo-Operation
kann der grofite gemeinsame Teiler wesentlich schneller berechnet werden. Es wird
fortlaufend die Division mit Rest durchgefiihrt. Der Rest wird dann fiir die nachste Di-
vision verwendet. Diese Operation wird so lange wiederholt, bis die Division aufgeht.
Es handelt sich also um ein rekursives Rechenverfahren.

Die praktische Umsetzung wird am Beispiel von ggT(78,174) gezeigt:

>>> 174%78
18

>>> 78%18
6

>>> 18%6

0

Ergebnis: ggT(78,174) = 6
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5 Zahlen

Die Wechselwegnahme hat einen Aufwand von acht Operationen, die Division mit
Rest benotigt dagegen nur drei Operationen.

In Listing 5.6 berechnen Python-Funktionen den grofiten gemeinsamen Teiler mit
dem Modulo-Operator.

01 #06_ggTl.py
02 #Division mit Rest
03 def ggT(a, b):

04 while b = 0:
05 a, b=>b,a%b
06 return a

07 #Hauptprogramm

08 71,z2=78,174

09 t=ggT(z1,22)

10 print("GroRter gemeinsamer Teiler von %i und %i ist %i" %(z1,z2,t))

Listing 5.6 Berechnung des groRten gemeinsamen Teilers

Ausgabe

Grofter gemeinsamer Teiler von 78 und 174 ist 6

Analyse

In Zeile 05 wird der Wert von b der Variablen a zugewiesen. Der Divisionsrest a%b wird
der Variablen b zugewiesen. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt, wie b ungleich
0 ist. Bei der Python-Funktion ggT() in Zeile 03 handelt es sich um eine typische
Python-Losung. Sie ist wesentlich kiirzer als die Subtraktionsform.

5.1.4 Der erweiterte euklidische Algorithmus

Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus (EEA) kann man die Linearfaktoren u
und v der Gleichung

gg9T(a,b) =u-a+v-b mit u,v €Z

berechnen. Diese Darstellung wird auch als Vielfachsummendarstellung von ggT(a,b)
bezeichnet [Scheid: 30].

Der EEA berechnet fiir a und b mit den Startwerten
ag=a, u=1vy=1

b0=b,SO=O,tO=1
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5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

und mit der rekursiven Berechnungsvorschrift

@is1 = by biyg = a; —q; - b

Uiy = Siy Si+1 = Ui —qi " S

Vigr =t Ly =V =G4

die Linearfaktoren u und v. Fir den Quotienten gilt: g = a; div b;, a,, ist der ggT.

[Quelle: https://hwlang.de/krypto/algo/euklid-erweitert.htm]

Listing 5.7 zeigt, wie der EEA implementiert werden kann. In der Zeile 13 konnen Sie
andere Werte fiir a und b eingeben.

01 #07_erw_ggt.py
02 t#ggT(a,b)=u*a+v*b
03 def erweitert_ggT(a,b):

04 u,v=1,0

05 s,t=0,1

06 while b!=0:

07 g=a//b

08 a, b="b, a-g*b
09 u, s =5, u-g*s
10 v, t =t, v-g*t
11 return u,v,a

12 #Berechnung und Ausgabe
13 a,b=99,78
14 print(erweitert_ggT(a,b))

Listing 5.7 Implementierung des erweiterten euklidischen Algorithmus

Ausgabe

(-11, 14, 3)

Analyse

In den Zeilen 04 und 05 stehen die Startwerte. In den Zeilen 06 bis 10 wird der Algo-
rithmus ausgefiihrt. Auf der linken Seite des Zuweisungsoperators stehen die jeweils
aktualisierten neuen Werte, z. B. u, s. Auf der rechten Seite vom Zuweisungsoperator
stehen die Vorgédnger (alte Werte). Der Variablen u wird s zugewiesen, und der Varia-
blen s wird u-q*s zugewiesen. Das Ergebnis wird als Tupel (Zeile 11) zuriickgegeben.
Mit dem Konsolendialog
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5 Zahlen

>>> -11%99+14%*78
3

konnen Sie das Ergebnis tiberpriifen. Das Beispiel zeigt, dass die Linearfaktoren u und
v auch negative Werte annehmen konnen. Fiir die Lésungsmenge gilt also u,v € Z.

Fiir das RSA-Verfahren kann der geheime Schliissel d mit dem EEA ggT(e,¢(n))=1=d-
e + k- ¢(n)) berechnet werden. Diese Operation wird in Abschnitt 5.1.6 benétigt.

Mit der SymPy-Methode gcdex () kdnnen Sie die Linearfaktoren einfacher berechnen:

>>> from sympy import gcdex
>>> gcdex(99,78)
(-11, 14, 3)

5.1.5 Primzahlen

Primzahlen sind das Fundament moderner Verschliisselungsverfahren. Im Jahr 1977
entdeckten Ronald Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman ein Verschlisselungs-
verfahren, in dem Primzahlen die entscheidende Funktion fiir eine sichere Ver-
schliisselung ibernehmen.

Primzahl

Eine Primzahl ist eine natilrliche Zahl groRer 1, die nur durch 1 und durch sich selbst
teilbar ist. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Schon im antiken Griechenland waren Primzahlen Gegenstand mathematischer Un-
tersuchungen. Eratosthenes fand eine Methode, mit der Primzahlen bestimmt wer-
den konnten. Alle Zahlen von 1 bis n werden in eine Tabelle eingetragen, und es wird
geprtft, ob sie durch eine Zahl von 2 bis Vn teilbar sind. Wenn das der Fall ist, wird
diese Zahl gestrichen. Ubrig bleiben die Primzahlen. Tabelle 5.2 zeigt die herausge-
siebten Primzahlen.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29
31 37
41 43 47

Tabelle 5.2 Die Primzahlen von 1 bis 50

178



5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

Zwischen den naturlichen Zahlen von 1 bis 50 gibt es 15 Primzahlen. Aus der Darstel-
lung in Tabelle 5.2 geht deutlich hervor, dass die Primzahlen unregelmafiig verteilt
sind. Es ist kein Muster erkennbar, folglich gibt es auch kein Bildungsgesetz, mit dem
Primzahlen aus ihrem Vorgédnger einfach ermittelt werden konnen.

Die Menge der Primzahlen von 2 bis 50 lautet also:
P=1{23,5711,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47}
Die selbst erstellten Algorithmen konnen Sie mit den zahlentheoretischen Methoden

von SymPy iiberpriifen. Tabelle 5.3 enthélt eine Ubersicht tiber Methoden, mit denen
der Primzahltest und Primzahlsuchen durchgefiihrt werden konnen.

Methode Beschreibung

isprime(n) Uberpriift, ob die Zahl n eine Primzahl ist.

prime(n) Gibt die n-te Primzahl zuriick. Die n-te Primzahl ist
ungefahr n*log(n).

primefactors(z) Ermittelt die Primfaktoren der Zahl z.

primepi(n) Ermittelt die Anzahl der Primzahlen von 2 bis n.

sieve.primerange(nl,n2) Erzeugt eine Liste von Primzahlen, mit dem Algorith-
mus »Sieb des Eratosthenes«.

totient(n) Berechnet die Anzahl der teilerfremden Zahlen von n.

Tabelle 5.3 SymPy-Methoden flr Primzahlen

Naiver Primzahltest

Um zu priifen, ob eine Zahl zahl eine Primzahl ist, kann man tiber die Menge aller po-
tenziellen Teiler k von 2 bis zur nachsten natirlichen Zahl nach sqrt(zahl) iterieren
und priifen, ob man einen echten Teiler findet, d. h. ein k, bei dem nach der Modulo-
Operation zah1l%k kein Rest uibrig bleibt. In diesem Fall ware k ein Teiler von zahl und
zahl damit keine Primzahl. Findet man kein solches k, dann ware damit gezeigt, dass
es sich bei zahl um eine Primzahl handelt.

In Listing 5.8 wird die Modulo-Operation (Zeile 06) innerhalb einer for-Schleife
durchgefiihrt. Das Modul k durchlduft den Wertebereich von 2 bis sqrt(zahl). Dieser
Algorithmus ist naiv, weil er unnétige Divisionen durchfiihrt. Hat man beispiels-
weise bereits festgestellt, dass k nicht durch 2 teilbar ist, dann konnte man sich die
Prifung fiir k = 4, 6, 8, .. und alle weiteren Vielfachen von 2 sparen.
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01 #08_primtest_naiv.py
02 from math import sqrt,ceil
03 def istPrim(zahl):

04 kmax=ceil(sqrt(zahl))

05 for k in range(2,kmax):

06 if zahl%k==0: #ohne Rest teilbar
07 return zahl, False #also keine Primzahl
08 return zahl, True #ist eine Primzahl

09 #Hauptprogramm
10 for z in [11,191,499,9091,333667,2%*11-1]:
11 print(istPrim(z))

Listing 5.8 Naiver Primzahltest

Ausgabe

(11, True)
191, True)

Analyse

In Zeile 04 berechnet die eingebaute Python-Funktion ceil(sqrt(n)) die kleinste
ganze Zahl kmax, die grofler oder gleich sqrt(n) ist. Die Probedivisionen brauchen nur
bis kmax, der nachsten nattrlichen Zahl nach der Wurzel aus zahl, durchgefiihrt zu
werden (Zeilen 04 und 05).

Die Laufvariable k ist der Divisor. Wenn sich die Zahl zahl ohne Rest durch k teilen

lasst, ist zahl keine Primzahl, und die return-Anweisung in Zeile 07 wird ausgefihrt.

Bleibt bei der Division immer ein Rest, wird nach dem letzten Schleifendurchlauf die
return-Anweisung in Zeile 08 ausgefiihrt. Die Zahl zahl ist eine Primzahl.

Primzahltest mit SymPy

Bei der RSA-Verschliisselung miissen zwei sehr grofle Primzahlen miteinander mul-
tipliziert werden. Diese Primzahlen kdnnen mit der Formel von Mersenne berechnet
werden: M,, = 2" —1. Mit den Exponenten n =1{2, 3, 5,7, 13, 17, 19, 31} erhélt man die Mer-
senne-Primzahlen p = {3, 7, 31, 127, 8191, 131071, 524287, 2147483647}
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5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

Da ein Computer 2er-Potenzen einfach berechnen kann, eignet sich die Mersenne-
Formel besonders gut dazu, grofie Primzahlen zu finden. Die Formel liefert aber nicht
fur alle n eine Mersenne-Primzahl M,,. So sind z. B. die Zahlen My;, M3 M9 und Mz,
keine Primzahlen. Deshalb muss eine Zahl, die mit der Mersenne-Formel berechnet
wurde, darauthin tberprift werden, ob sie prim ist.

Der amerikanische Mathematiker Frank Nelson Cole hielt im Jahr 1903 einen »Vor-
trag« ohne Worte: Er rechnete, ohne ein Wort zu sprechen, an einer Tafel vor, dass die
Mersenne-Zahl 297 — 1 in die beiden Faktoren 193.707.721 und 761.838.257.287 faktori-
siert werden kann. Um auf dieses Ergebnis zu kommen, hatte er drei Jahre lang jedes
Wochenende mit Rechnen zugebracht [Barth: 71]. SymPy erledigt diese Aufgabe in
Bruchteilen einer Sekunde:

>>> primefactors(2**¥67-1)
[193707721, 761838257287 ]

In seinem Buch »Unglaubliche Zahlen« hat Ian Stewart [Stewart: 416] die Rekorde der
Mersenne-Primzahlen aufgelistet. Sie konnen die Leistungsfahigkeit Thres Compu-
ters testen, indem Sie in Zeile O3 andere Werte eintragen. Der Primzahltest wird mit
der SymPy-Methode isprime(M) in Zeile 06 durchgefiihrt. Das Programm berechnet
die Mersenne-Primzahl und ermittelt auch die Anzahl ihrer Stellen.

01 #09_primtest_sympy.py

02 from sympy import isprime

03 n=2281 #Robinson 1952

04 M=2**n-1 #Mersenne-Primzahl

05 print("Ist die Zahl\n",M,"\nmit",len(str(M)),"Stellen eine Primzahl?")
06 print(isprime(M))

Listing 5.9 Primzahltest mit SymPy

Ausgabe

Ist die Zahl

446087557183758429571151706402101809886208632412859901111991219963404685792820
473369112545269003989026153245931124316702395758705693679364790903497461147071
065254193353938124978226307947312410798874869040070279328428810311754844108094
878252494866760969586998128982645877596028979171536962503068429617331702184750
324583009171832104916050157628886606372145501702225925125224076829605427173573
964812995250569412480720738476855293681666712844831190877620606786663862190240
118570736831901886479225810414714078935386562497968178729127629594924411960961
386713946279899275006954917139758796061223803393537381034666494402951052059047
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968693255388647930440925104186817009640171764133172418132836351
mit 687 Stellen eine Primzahl?
True

Analyse

Wie gesagt: Sie konnen das Programm benutzen, um die Leistungsfahigkeit Thres
Computers zu beurteilen. Mein Rechner mit einem Apple-M1-Prozessor kann gerade
noch Uiberprifen, ob M,,g; eine Mersenne-Primzahl ist (Zeile 03). Das gelang schon
Raphael Robinson (1911-1995) im Jahr 1952 mit einem Rohrencomputer, dem SWAC
(Standards Western Automatic Computer).

In Zeile O5 ermittelt die eingebaute Python-Funktion len() die Anzahl der Stellen. In
Zeile 06 Uberpriift die SymPy-Methode isprime(M), ob es sich bei M um eine Primzahl
handelt.

Mit der Tastenkombination (Strg]+(C] kdnnen Sie die Ausfiihrung des Programms
in der Kommandozeile jederzeit abbrechen, falls die Berechnung zu lange dauert.

Primzahlen finden

Zahlentheoretiker gingen der Frage nach, wie viele Primzahlen in einem bestimmten
Intervall vorkommen: Wie viele Primzahlen gibt es in dem Intervall von O bis
100.000 oder in dem Intervall von 100.000 und 200.000 usw.? Nimmt die Dichte
der Primzahlen mit der Grof3e der Intervalle ab? Oder bleibt sie eventuell konstant?
Diese Fragen beantwortet die Darstellung der Primzahlverteilung in Tabelle 5.4.

Listing 5.10 ermittelt Primzahlen und deren Anzahl n fiir ein vorgegebenes Intervall
mit einer unteren Schranke us und einer oberen Schranke os. Die Intervallgrenzen
konnen Sie in den Zeilen 19 und 20 dndern. Der selbst erstellte Algorithmus arbeitet
mit dem naiven Primzahltest. Zur Kontrolle wird das Ergebnis mit der SymPy-Me-
thode primerange(u,o) Uberpriift.

01 #10_primgenerator.py
02 from sympy import sqrt, primerange
03 def primzahl(us,os):

04 primZahlen=[]

05 istPrim=False

06 n=0

07 for zahl in range(us,os):

08 istPrim=True

09 kmax=int(sqrt(zahl))+1 #grofter Teiler
10 for k in range(2,kmax):
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5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

11 if zahl%k==0: ffohne Rest teilbar
12 istPrim=False #also keine Primzahl
13 break

14 if istPrim:

15 n=n+1 #z3dhle Primzahlen

16 primZahlen.append(zahl)

17 return primZahlen,n

18 #Hauptprogramm

19 wu=2

20 0=50

21 pz=primzahl(u,o)

22 pz_sympy=[1i for i in primerange(u,o)]
23 print(pz)

24 print("",pz_sympy,len(pz_sympy))

Listing 5.10 Primzahlengenerator

Ausgabe

([2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47], 15)
[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47] 15

Analyse

Die selbst erstellte Python-Funktion primzahl(us,os) besteht aus zwei ineinander
verschachtelten for-Schleifen (Zeilen 07 bis 13). In der dufderen Schleife werden die
Zahlen zahl zwischen us und os erzeugt. In der inneren Schleife wird tiberpriift, ob die
Zahl zahl ohne Rest teilbar ist (Zeile 11). Ist das der Fall, dann ist sie keine Primzahl
(Zeile 12), und der Schleifendurchlauf wird mit break unterbrochen (Zeile 13).

Wenn die boolesche Variable istPrim den Wert True hat (Zeile 14), wird der Zahler n
um 1 erhoht, und die gefundene Primzahl wird in Zeile 16 an die Liste primZahlen an-
gehidngt. Zuriickgegeben werden die Primzahlen primZahlen und die Anzahl der Prim-
zahlen nin Zeile 17.

Zur Kontrolle ermittelt in Zeile 22 die SymPy-Methode primerange(u,o) die Primzah-
len in dem Intervall zwischen u und o.

Das Sieb des Eratosthenes

Der Algorithmus von Eratosthenes wurde anhand von Tabelle 5.2 beschrieben. In Lis-
ting 5.11 wird diese Tabelle durch die Python-Liste gestrichen[n] erzeugt. Diese Liste
wird mit dem booleschen Wert False initialisiert (Zeile 08). Wenn eine Zahl aus dieser
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Liste einen Teiler hat, dann wird an dieser Stelle der Wert auf True gesetzt und damit
»herausgesiebt«. Anschlief’end werden aus dieser Liste die nicht gestrichenen Werte
ermittelt und ausgegeben (Zeilen 14 bis 16).

01 #11_eratosthenes.py
02 from math Import sqrt,ceil

03

04 def sieb(n):

05 '"'Sieb des Eratosthenes'''

06 kmax=ceil(sqrt(n))

07 prim=[]

08 gestrichen=[False]*n

09 for i in range(2,kmax):

10 if not gestrichen[i]:

11 for j in range(i**2,n,i):
12 gestrichen[j]=True
13 #print(i,j)

14 for i in range(2,n):

15 if not gestrichen[i]:

16 prim.append(i)

17 return prim

18 #Hauptprogramm

19 N=100

20 print(sieb(N))

Listing 5.11 Das Sieb des Eratosthenes

Ausgabe

[2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97]

Analyse

Die leere Liste prim hat die Aufgabe, die herausgesiebten Primzahlen aufzunehmen
(Zeile 07). In Zeile 08 wird die mit n booleschen Werten als False initialisierte Liste ge-
strichen erzeugt.

Die dufere for-Schleife iteriert die Teiler von 2 bis vn. Wenn an der Position i noch
keine Zahl gestrichen wurde, wird die innere for-Schleife in Zeile 11 ausgefiihrt. Da alle
kleineren Vielfachen bereits gestrichen wurden, reicht es aus, bei jedem neuen
Schleifendurchlauf der inneren Schleife die Iteration mit dem Quadrat von i zu be-
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5.1 Natdrliche und ganze Zahlen

ginnen. Bei jedem neuen Schleifendurchlauf der inneren Schleife erhoht sich auch
die Schrittweite. In Zeile 12 wird an der Position j der boolesche Wert von gestrichen
auf True gesetzt. Das heif3t, die Zahl, die an dieser Stelle steht, ist keine Primzahl und
muss deshalb gestrichen werden.

In den Zeilen 14 bis 16 werden alle Zahlen, die nicht gestrichen wurden (Zeile 15) ge-
sammelt und an die Liste prim angehdngt (Zeile 16). In Zeile 17 werden die herausge-
siebten Primzahlen als Liste zurtickgegeben.

Um den Ablauf besser nachvollziehbar zu machen, konnen Sie sich in der innersten
for-Schleife in Zeile 13 die Werte von i und j per print(i,j) ausgeben lassen.

Verteilung der Primzahlen

Wie hdufig kommen Primzahlen innerhalb eines bestimmten Intervalls vor? Diese
Frage stellten sich schon der 15-jahrige Carl Friedrich Gauf3 1793 und Adrien-Marie Le-
gendre 1798. Sie soll zundchst empirisch mithilfe des Primzahlgenerators aus Listing
5.10 beantwortet werden.

Tabelle 5.4 zeigt die Verteilung der Primzahlen fiir die ersten Hunderttausender-
Intervalle.

Intervall Anzahl der Primzahlen in dem Intervall
0-100.000 9.592
100.000 —200.000 8.392
200.000 —300.000 8.013
400.000 - 500.000 7.863
500.000 —600.000 7.560
600.000 —700.000 7.445
700.000 —800.000 7.408
800.000 -900.000 7.323
900.000 - 1.000.000 7.224

Tabelle 5.4 Anzahl der Primzahlen in den ersten »Hunderttausender-Intervallen«

Mit zunehmender Grofse der Intervalle scheint die Dichte der Primzahlen leicht ab-
zunehmen.
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5 Zahlen

Gauf? fand 1793 eine Formel, die den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Prim-
zahlen m(n) und dem natiirlichen Logarithmus von n ndherungsweise beschreibt:

m(n) = ——
Inn

Anmerkung: Es besteht kein logischer oder inhaltlicher Zusammenhang zwischen
der Notation mt(n) und der Kreiszahl w. Die Notation 1(n) hat sich historisch durchge-
setzt.

Wenn wir die Formel von Gauf fiir n = 10° in einem Konsolendialog anwenden, erhal-
ten wir fiir m(10°) einen Wert von etwa 8.686 Primzahlen:

>>> from math import log
>>> n=100000

>>> n/log(n)
8685.889638065037

Laut Tabelle 5.4 kommen in dem Intervall von O bis 100.000 genau 9.592 Primzahlen
vor. Die Formel von Gauf erlaubt also nur eine grobe Abschatzung.

Abbildung 5.3 zeigt die Primzahlverteilung in dem Intervall von 102 bis 10°.

7(n) -_n_

1e7 log(n)

Anzahl der Primzahlen

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
n 1e9

Abbildung 5.3 Verteilung der Primzahlen von 102 bis 10°

Aus dem Funktionsgraphen in Abbildung 5.3 kann man ablesen, dass bis zu der Zahl
n=10° etwa 5 - 107 Primzahlen vorkommen.
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Die SymPy-Methode primepi(n) ermittelt die Anzahl der Primzahlen von 2 bis n. Mit
dem folgenden Konsolendialog kann der Wert fiir t(10°) ~ 5 - 107 bestétigt werden:

>>> from sympy import primepi
>>> primepi(1000000000)
50847534

Primfaktorzerlegung

Jede natiirliche Zahl kann als Produkt aus anderen Zahlen dargestellt werden. Abbil-
dung 5.4 zeigt exemplarisch, wie die Zahl 210 in ihre Faktoren zerlegt werden kann.

/\
AN

Abbildung 5.4 Primfaktorzerlegung

Das Produkt 21 - 10 kann weiter zerlegt werden in 3 - 7und 2 - 5. Die Zerlegung wird so
lange fortgesetzt, bis nur noch Primzahlen als Faktoren vorkommen. Als Formel ge-
schrieben, lautet die Berechnungsvorschrift:

m
n=1_[pi =P1"P2" - " Pm
i=1

Diese Berechnungsvorschrift wird als Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie be-
zeichnet.

Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie

Jede ganze Zahl lasst sich eindeutig als Faktoren aus Primzahlen darstellen. Bis auf die
Reihenfolge der Faktoren ist diese Darstellung eindeutig.

Bisher wurde noch kein effizienter Faktorisierungsalgorithmus gefunden. Diese Ein-
schatzung ist wichtig, weil die Sicherheit des RSA-Verschliisselungsverfahrens darauf
beruht, dass ein Produkt aus zwei sehr grof3en Primzahlen nicht in akzeptabler Zeit in
deren Primfaktoren zerlegt werden kann. Es ist zwar sehr leicht zu prufen, dass eine
Zahl das Produkt zweier gegebener Primzahlen ist, aber umgekehrt deutlich aufwen-
diger, die Zahl in ihre Primfaktoren zu zerlegen, wenn man diese nicht kennt.
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Die erste Implementierung verwendet den Algorithmus aus der Algorithmensamm-
lung zur Zahlentheorie von Wikipedia:

https://de.wikibooks.org/wiki/Algorithmensammlung: Zahlentheorie: Primfaktori-
sierung

Listing 5.12 tiberpriift mit dem Modulo-Operator % bis zur v/n, ob die Zahl n einen Tei-
ler t hat. Wenn das der Fall ist, dann wird dieser Teiler zu einer Liste f[ ] hinzugefugt.
Dieser Prozess wird so lange fortgesetzt, bis alle Primfaktoren gefunden wurden. Das
Ergebnis wird mit der SymPy-Methode primefactors(n) Uberprift.

01 #12_primfaktorenl.py
02 from sympy import primefactors
03 def primfaktoren(n):

04 =[]

05 t=2

06 while t**2<=n:
07 if nkt==0:
08 f.append(t)
09 n=n//t
10 else:

11 t=t+1
12 f.append(n)

13 return f

14

15 z=1234566789

16 print("Primfaktoren von",z," sind:")
17 print(primfaktoren(z))

18 print(primefactors(z),"SymPy")

Listing 5.12 Einfacher Algorithmus fiir die Primfaktorzerlegung

Ausgabe

Primfaktoren von 1234566789 sind:
[3, 53, 151, 51421]
[3, 53, 151, 51421] SymPy

Analyse

In die leere Liste f sollen alle Primfaktoren gespeichert werden (Zeile 04). Der Teiler t
wird mit 2 initialisiert (Zeile 05).
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Die Iteration beginnt mit dem Quadrat des Teilers t**2 und endet bei n. Wenn sich n
durch t teilen lédsst, liegt ein Faktor vor (Zeile 07), und t wird an die Liste f angehéngt.
In Zeile 09 erfolgt die Ganzzahldivision n=n//t. Das heif3t, bei jedem neuen Schleifen-
durchlauf wird der Wert von n reduziert. Wenn sich n nicht teilen lasst, wird der Wert
des Teilers t um 1 erhoht (Zeile 11).

In Zeile 12 wird der letzte Wert von n noch an die Liste f angehéangt. Die Primfaktoren
werden als Liste zuriickgegeben (Zeile 13). Wenn Sie das Programm mit sehr grofen
Zahlen testen, werden Sie feststellen, dass Sie mit Ihrem Computer diese Zahlen nicht
mehr in ihre Primfaktoren zerlegen konnen. Selbst die leistungsstarksten Computer
sind nicht in der Lage, sehr grofde Zahlen in einer noch akzeptablen Zeit in ihre Prim-
faktoren zu zerlegen. Darauf beruht die Sicherheit des RSA-Verschliisselungsverfah-
rens (siehe Abschnitt 5.1.6).

Verbesserte Version

Die zweite, verbesserte Version (in Listing 5.13) stammt ebenfalls aus der oben zitier-
ten Wikipedia-Quelle. Sie verwendet die Python-Funktion chain() aus dem Modul
itertools. Mit dieser Funktion wird ein Iterator erzeugt. Ein Iterator ist ein Zeiger, der
die Elemente einer Liste durchlauft, bis alle Elemente erfasst wurden. Die Funktion
chain() entspricht in etwa dem Konstrukt aus zwei verschachtelten for-Schleifen:

def chain(iterables):
#ichain('ABC', 'DEF') --> ABCDEF
for it in iterables:
for element in it:
yield element

Die Anweisung yield gibt alle erfassten Elemente zurtck.

Die Funktion chain() wird verwendet, um aufeinanderfolgende Sequenzen als eine
einzelne Sequenz zu verarbeiten.

Das Ergebnis wird wieder mit der SymPy-Methode primefactors(n) Uberpriift.
01 #13_primfaktoren2.py

02 from itertools import chain
03 from sympy import primefactors

04

05 def primfaktoren(n):

06 f=1]

07 for i in chain([2], range(3, n//2+1, 2)):
08 while n % 1 ==
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09 f.append(i)
10 n=n//1i
11 ifi>n:

12 break

13 return f

14

15 z=1234566789

16 print("Primfaktoren von",z," sind:")
17 print(primfaktoren(z))

18 print(primefactors(z),"SymPy")

Listing 5.13 Primfaktorzerlegung mit »chain«

Ausgabe

Primfaktoren von 1234566789 sind:
[3, 53, 151, 51421]
[3, 53, 151, 51421] SymPy

Analyse

Die Anzahl der Iterationen in der dufleren for-Schleife wird bei jedem neuen Schlei-
fendurchlauf halbiert (Zeile 07).

Die innere while-Schleife Uberprift die Teilbarkeit der Zahl n (Zeile 08). Wenn sich n
ohne Rest durch i teilen lasst, wird i an die Liste f angehédngt. In Zeile 10 erfolgt die
Verkleinerung von n durch eine Ganzzahldivision n=n//i. Wenn i grofler n ist, wird
die while-Schleife abgebrochen.

5.1.6 RSA-Verschliisselung

Die RSA-Verschlusselung ist ein asymmetrisches Verschlusselungsverfahren. Es
wurde 1977 von Ronald Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman erfunden. Dieses
Verfahren umgeht das Problem des Schliisseltausches der symmetrischen Verfahren.
Bei den symmetrischen Verfahren muss der Schlissel vom Sender A zum Empfanger
B transportiert werden. Da Ubertragungswege wie Bote, Post und Internet prinzipiell
unsicher sind, sind symmetrische Verschliisselungsverfahren leicht angreifbar und
deshalb eigentlich nicht praxistauglich. Wenn ein Angreifer das Schliisselwort in Er-
fahrung bringt, kann er den Geheimtext leicht entschlisseln. Das Problem der
Schlusseltibertragung lasst sich mit einem asymmetrischen Verfahren leicht umge-
hen. Der Empfianger des Geheimtextes generiert drei Schliissel: zwei 6ffentliche
Schlissel e und n sowie einen geheimen Schliissel d. Die 6ffentlichen Schliissel ver-
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offentlicht er z. B. auf'seiner Webseite. Der Sender A verschlisselt seinen Text mit den
offentlichen Schliisseln e und n. Der Empfinger B entschliisselt dann den Geheim-
text mit seinem privaten Schliissel d und dem 6ffentlichen Schlissel n. Abbildung 5.5
veranschaulicht diesen Prozess.

Angreifer
Sender A Geheimtext ¢ Empfanger B
offentlicher Schliissel e privater Schlissel d
offentlicher Schliissel n offentlicher Schliissel n

Abbildung 5.5 Das Prinzip der asymmetrischen Verschliisselung

Entscheidend fir die Sicherheit der asymmetrischen Verfahren ist, dass kein Schlus-
seltausch zwischen A und B stattfindet. Es gibt aber andere Angriffsmoglichkeiten,
die weiter unten noch diskutiert werden.

Der Sender A verschliisselt die Nachricht (Klartext) m (m steht fir message) mit den
offentlichen Schliisseln e (e steht fiir encrypt) und n:

c=mfmodn

Der Einfachheit halber nehmen wir zunéchst an, dass es sich bei der zu verschliisseln-
den Nachricht m nur um eine naturliche Zahl handelt. Es ist wesentlich komplizierter,
Text zu verschlisseln. In der Praxis wird dabei nur der Schliissel selbst asymmetrisch
verschlusselt, der dann genutzt wird, um den Text symmetrisch zu verschliisseln.

Der Empfinger B entschliisselt den Geheimtext ¢ mit dem privaten Schliissel d (d
steht fir decrypt) und dem o6ffentlichen Schlissel n:

m=c%modn

Die Zahl n wird als Modul bezeichnet. Es ist das Produkt aus zwei sehr grof3en Prim-
zahlen p und g:

n=p-q
Die Gleichungen fiir die Verschliisselung und Entschliisselung werfen die Fragen auf,
warum das RSA-Verfahren tiberhaupt funktioniert und wie die Schlissel e und d be-
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rechnet werden. Dazu miissen wir die eulersche ¢-Funktion ¢(n) und den Satz von
Euler naher untersuchen, denn die RSA-Verschlisselung ist eine direkte Anwendung
des Satzes von Euler [Beutelspacher2002: 101]. Die eulersche ¢-Funktion gibt die An-
zahl der teilerfremden natiirlichen Zahlen von n an. Fuir zwei Primzahlen gilt:

pm)=@-D@@-1

Der Satz von Euler lautet fiir ggT(m,n) = 1:

m?™ modn =1

Ein Beispiel soll diese mathematische Aussage verdeutlichen:
5¢©) mod 6 = 52 mod 6 = 25 mod 6 = 1

Die gleiche Operation mit Sympy ergibt:

>>> from sympy import totient
>>> 5%Ftotient(6)%6
1

Wenn man eine natiirliche Zahl m mit ¢(n) potenziert und durch n dividiert, dann er-
halt man immer den Rest 1.

Beide Seiten der Gleichung werden jetzt mit m multipliziert:
m-m?™®modn=1-m

und man erhélt:

miteMW modn =m

Allgemein gilt flr jede naturliche Zahl k:

ml®-D@- D+ modn = m

Die Zahl m muss kleiner n sein und darf kein Teiler von n sein. Diese Bedingungen
sind in der Praxis immer erftllt.

Die entscheidende Idee des RSA-Verfahrens besteht darin, den Exponenten durch das
Produkt aus offentlichem Schlissel e und geheimem Schliissel d zu ersetzen:

e-d=1+k-pn)

Der 6ffentliche Schliissel e ist frei wahlbar. Er muss grofier 1 und kleiner ¢(n) sein. Au-
Berdem muss er teilerfremd zu ¢(n) sein. Es gilt also:

1<e<@(n)undggT(e, @(n)) =1
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Fur den privaten Schliissel d gilt die Bedingung:
e-dmodpn) =1

Er wird entweder mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus (Listing 5.7) oder
mit der modularen Inversen berechnet.

Wenn man die Gleichung fiir die Verschlisselung ¢ = m® mod n in die Gleichung fiir
die Entschliisselung m = ¢4 mod n einsetzt, erhidlt man wieder die urspriingliche
Nachricht:

m = (m€ mod n)? modn = m®? modn

Listing 5.14 berechnet mit einem naiven Algorithmus (Zeilen 04 bis 12) den privaten
Schliissel d. In Zeile 15 ermittelt die SymPy-Methode prime() die fiinfzigste und sech-
zigste Primzahl. Zur Kontrolle wird d mit den Resultaten des erweiterten euklidi-
schen Algorithmus gcdex(e,phi) und der modularen Inversen mod_inverse(e,phi)
(Zeile 19 und 20) des Moduls SymPy verglichen.

01 #14_d_berechnen.py

02 from sympy import prime,gcdex,mod_inverse
03 fgeheimen Schlissel berechnen

04 def geheimerSchluessel(e,phi):

05 gefunden = False

06 d=1

07 while d <= phi and not gefunden:
08 if (e*d) % phi ==

09 gefunden = True

10 else:

11 d=d+1

12 return d

13 #Hauptprogramm

14 e=47

15 p,qg=prime(50),prime(60)
16 phi=(p-1)*(g-1)
17 print("e =",e,", phi =",phi)

18 print("d =",geheimerSchluessel(e,phi))
19 print("d =",gcdex(e,phi)[0])
20 print("d =",mod_inverse(e,phi))

Listing 5.14 Berechnung des privaten Schlissels
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Ausgabe
e = 47 , phi = 63840
d = 13583
d = 13583
d = 13583

Das RSA-Verfahren konnen Sie mit dem folgenden Algorithmus implementieren:

Empfanger B berechnet die 6ffentlichen und den privaten Schliissel

bestimme zwei sehr groRe Primzahlen p und q
berechne das Modul n: n = p*q

berechne ¢(n): phi=(p-1)*(g-1)

bestimme e mit 1 < e < phi und ggT(e,phi)=1
berechne d aus e und phi: d = mod_inverse(e,phi)
veroffentliche e und n

Sender A verschliisselt und sendet die Nachricht m an Empféanger B

c=m”*e mod n

Empfanger B empfangt und entschliisselt die verschliisselte Nachricht c

m=c"d mod n

Mit Listing 5.15 konnen Sie das RSA-Verfahren testen. Weisen Sie in Zeile 04 den Va-
riablen p und q verschiedene Primzahlen zu. Probieren Sie auch aus, was passiert,
wenn keine Primzahlen zugewiesen werden. In Zeile 07 konnen Sie das Programm
mit verschiedenen 6ffentlichen Schliisseln e testen.

01 #15_rsal.py
02 from sympy import mod_inverse,igcd
03 #Empfanger B

04 p,g=53,97 #1.Schritt: zwei Primzahlen bestimmen

05 n=p*q #2.Schritt: Modul berechnen

06 phi=(p-1)*(q-1) #3.Schritt: eulersche Funktion berechnen
07 e=101 #4.Schritt: 6ffentlichen Schliissel wdhlen

08 d=mod_inverse(e,phi) #5.Schritt: geheimen Schliissel berechnen
09 #Sender A

10 m=2525  {#Nachricht

11 c=m**e%n #verschlisseln
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12 #Empfanger B

13 m=c**d%n #entschliisseln

14 #Ausgaben

15 print("6ffentliche Schlissel e =",e,", n =",n)

16 print("phi =",phi)

17 print("privater Schlussel d=",d)

18 print("Nachricht:",m)

19 print(" verschlusselte Nachricht:",c)
20 print("entschlisselte Nachricht:",m)
21 print("ggT(m,n) =",igcd(m,n))

Listing 5.15 Test des RSA-Verfahrens

Ausgabe

offentliche Schliissel e = 101 , n = 5141
phi = 4992

privater Schlissel d = 2669

Nachricht: 2525

verschlisselte Nachricht: 1019
entschliisselte Nachricht: 2525

ggT(m,n) =1

Analyse

In Zeile 11 findet die Verschlisselung der Nachricht m mit den 6ffentlichen Schliisseln
e und n statt. In Zeile 13 wird diese Nachricht mit dem geheimen Schliissel d und dem
offentlichen Schlussel n zu der Nachricht m entschliisselt. Die Ausgabe in Zeile 20 be-
statigt, dass das RSA-Verfahren fiir die vorgegebenen Daten funktioniert.

Testen Sie das Programm mit unterschiedlichen Nachrichten, z. B. mit m=53 und 97
(Zeile 10) und mit den Anweisungen:

print((m**e%n)**d%n)
print(m**(e*d)%n)

Texte verschliisseln

Die bisher entwickelten Programme sollten zeigen, wie das RSA-Verfahren prinzipiell
funktioniert. Wegen des hohen Rechenaufwands wird es in der Praxis nicht fiir die
Verschlisselung von lingeren Texten verwendet. Stattdessen wird nur der geheime
Schliissel d mit dem RSA-Verfahren verschlisselt. Die Verschliisselung des Geheim-
textes erfolgt mit symmetrischen Verfahren.
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Ein praxisnahes Beispiel ist die Ubertragung einer Kreditkartennummer bei Internet-
einkdufen. Die in Zeile 16 von Listing 5.16 eingetragene Zeichenkette soll mit dem RSA-
Verfahren verschliisselt werden. In der Zeile 06 ermittelt die SymPy-Methode prime()
die funfzigste und sechzigste Primzahl. Das Programm berechnet den offentlichen
Schliissel n und den geheimen Schliissel d in einer separaten Python-Funktion (Zeilen
04 bis 12). Der geheime Schliissel wird in eine Datei gespeichert (Zeilen 09 bis 11).

01 #l6_rsa2.py

02 from sympy import prime, mod_inverse
03 #Empfanger B: Schlissel erzeugen

04 def schluessel():

05 e=47

06 p,qg=prime(50),prime(60) #Primzahlen erzeugen

07 phi=(p-1)*(g-1) #teulersche phi-Funktion

08 d=mod_inverse(e,phi) t#tgeheimer Schlissel, decrypt

09 txtD=open('schluessel.txt"', 'w')#geheimen Schliissel speichern
10 txtD.write(str(d))

11 txtD.close()

12 n=p*q

13 return e,n #offentliche Schliissel

14 #Sender A: Nachricht verschliisseln
15 def verschluesseln():

16 m='5234.1562.3398.6976" #Nachricht
17 e,n=schluessel()

18 c = [(ord(i)**e)%n for i in m]

19 return c

20 d#Empfanger B: Nachricht entschlisseln
21 def entschluesseln():

22 c=verschluesseln()

23 n=schluessel()[1]

24 txtD=open('schluessel.txt', 'r").read()

25 d=int(txtD)

26 mi = [(c[i]**d)%n for 1 in range(len(c))]
27 m=""

28 for i in range(len(mi)):

29 m=m+chr (mi[i])

30 return m

31 #Hauptprogramm
32 print("verschlisselte Nachricht\n",verschluesseln())
33 print("entschlisselte Nachricht\n",entschluesseln())

Listing 5.16 Texte mit dem RSA-Verfahren verschlisseln und entschliisseln
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Ausgabe

verschliisselte Nachricht

(62048, 51415, 40477, 51517, 28018, 14178, 62048, 49661, 51415, 28018, 40477,
40477, 60899, 20939, 28018, 49661, 60899, 54490, 49661]

entschliisselte Nachricht

5234.1562.3398.6976

Analyse

In Zeile 04 berechnet die Funktion schluessel() den privaten Schliissel d (Zeile 08)
und den o6ffentlichen Schliissel n (Zeile 12). Der 6ffentliche Schliissel e (Zeile O5) wird
vorgegeben. Er muss teilerfremd zu ¢(n) sein: ggT(e,¢(n)) = 1. In Zeile 08 berechnet die
SymPy-Methode mod_inverse(e,phi) den geheimen Schlissel d. Er wird in die Datei
schluessel.txt gespeichert (Zeilen 09 bis 11).

Die Funktion verschluesseln() in Zeile 15 verschliisselt die Kreditkartennummer. Da
die Kreditkartennummer als String gegeben ist (Zeile 16), wird sie in Zeile 18 mit der
eingebauten Python-Funktion ord(i) in eine Liste aus Ganzzahlen umgewandelt. Die
verschlisselte Nachricht ist in dem Objekt c gespeichert.

In Zeile 21 entschlisselt die Funktion entschluesseln() die verschliisselte Nachricht c.
Die verschlisselte Nachricht besteht aus einer Liste mit ganzen Zahlen. In Zeile 24
liest die Python-Funktion open('schluessel.txt','r").read() den geheimen Schlis-
sel d aus der Datei schluessel.txt und speichert ihn als String-Objekt in die Variable
txtD. Dieses Objekt muss in eine Integer-Variable d umgewandelt werden (Zeile 25).

In Zeile 26 werden die Elemente der verschliisselten Nachricht c[1] in einer Listenab-
straktion elementweise entschliisselt. Das Ergebnis wird in das Objekt mi gespeichert.
In den Zeilen 28 und 29 wird das Objekt mi in eine Zeichenkette m (engl. message) um-
gewandelt.

Der Funktionsaufrufin Zeile 33 gibt die urspringliche Nachricht aus.

Angriffsmoglichkeiten

Wenn man in der Lage ware, die Primzahlen p und q aus dem RSA-Modul n =p - q
durch Faktorisierung zu ermitteln, dann kann der geheime Schliissel d mit der euler-
schen ¢-Funktion ¢(n)

e-d=1+k-[(p—1(qg-1)]

berechnet werden.
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Fabrice Boudot, Pierrick Gaudry, Aurore Guillevic, Nadia Heninger, Emmanuel
Thomé und Paul Zimmermann konnten am 28. Februar 2020 ein RSA-Modul mit 250
Dezimalstellen faktorisieren. Das ist der aktuelle Rekord.

Das Bundesamt fiir Sicherheit in der Informationstechnik (BSI) empfiehlt (Stand
2023) ein RSA-Modul n > 3000 Bits (904 Dezimalstellen).

Da aber aktuell kein effektiver Algorithmus bekannt ist, mit dem es gelange, das Mo-
dul n in akzeptabler Zeit in seine Faktoren zu zerlegen, bleibt das RSA-Verschlisse-
lungsverfahren vor Hacker-Angriffen (noch) sicher.

Eine andere Angriffsmoglichkeit besteht darin, aus der Entschlisselungsformel
m = c%modn

den geheimen Schlussel d mit dem diskreten Logarithmus zu berechnen. Auch das ist
bisher noch nicht gelungen.

Hinweis

Auch wenn Sie nun die Grundlagen hinter der RSA-Verschliisselung kennen: Verwen-
den Sie in der Praxis niemals selbst erstellte Programme fiir die Verschliisselung Ihrer
geheimen Botschaften! Diese lassen sich von erfahrenen Hackern fast immer leicht
knacken, denn es ist eine grof3e Kunst, einen Verschlisselungsalgorithmus richtig zu
implementieren. Benutzen Sie daher immer professionelle Verschlisselungspro-
gramme, deren Quellcode offen liegt und die von einer groRen Community gepflegt
werden! Der hier vorgestellte RSA-Algorithmus sollte nur die prinzipielle Funktions-
weise erklaren.

5.2 Rationale Zahlen

Eine rationale Zahl Q ist eine Zahl, die sich als Bruch, d. h. in der Form x = a/b, darstel-
lenlasst, wobeia und b ganze Zahlen sind. In diesem Zusammenhang nennt man den
Dividenden a uber dem Bruchstrich Zdhler und den Divisor b unter dem Bruchstrich
Nenner.

Die Bezeichnung rational kommt vom lateinischen Wort ratio, was auch Verhdltnis
bedeuten kann. Abbildung 5.6 zeigt eine Veranschaulichung von rationalen Zahlen.

Rechenoperationen, wie Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division, mit ra-
tionalen Zahlen konnen mit der Methode Fraction aus der Klasse fractions durchge-
fihrt werden.
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1/4

1/2

I

1/32

1/16

1/8

Abbildung 5.6 Veranschaulichung von rationalen Zahlen

Listing 5.17 zeigt, wie man zwei Briiche mit Python addiert, subtrahiert, multipliziert
und dividiert.

01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12

#17_bruchl.py

from fractions import Fraction

a=Fraction(1,2)
b=Fraction(2,7)
s=a+b

d=a-b

p=a*b

g=a/b
print(a,"+",b,"
print(

print(
print(a,"/",b,"

",s)

a,”_",b,":”,d)
a,"*",b,"=",p)

,q)

Listing 5.17 Briiche mit »Fraction« berechnen

Ausgabe

1/2 +2/7 = 11/14
1/2 - 2/7 = 3/14
1/2 * 2/7 = 1/7
1/2 / 2/7 = 7/4
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Analyse
In Zeile 02 wird aus dem Modul fractions die Methode Fraction importiert.
In den Zeilen 03 und 04 kénnen Sie die Werte fiir zwei Briiche vorgeben.

In diesen Zeilen erzeugt die Methode Fraction(...,...) die beiden Objekte a und b.
Diese Objekte reprasentieren Briiche mit Zahler und Nenner.

In den Zeilen O5 bis 08 werden die mathematischen Grundoperationen auf den Brii-
chen durchgefihrt.

Die Ausgaben in den Zeilen 09 bis 12 zeigen, dass Python auch mit Briichen rechnen
kann. Der Bruchstrich wird in der Ausgabe mit dem Schréigstrich / symbolisiert.
Hauptnenner brauchen nicht explizit bestimmt zu werden. Die Methode Fraction()
beherrscht sogar das Kiirzen (Zeile 11).

Anwendungsbeispiel: Bruchrechentrainer

Mit Listing 5.18 konnen Sie Ihre Fahigkeiten im Bruchrechnen trainieren. Das Pro-
gramm generiert innerhalb einer while-Schleife zwei Zufallsbruiche. Diese Brtiche
werden auf dem Bildschirm angezeigt, und Sie sollen dann die Summe aus diesen bei-
den Briichen berechnen. Eine Eingabeaufforderung verlangt die Eingabe des Ergeb-
nisses. Bei Eingabe des richtigen Ergebnisses wird ein Punkt vergeben. Die Punkte
werden gezahlt und am Programmende ausgegeben.

Das Programm lasst sich leicht so erweitern, dass auch andere Rechenoperationen
wie Subtraktion, Multiplikation und Division von Briichen trainiert werden konnen.
Es eignet sich deshalb auch fiir den Einsatz im Mathematikunterricht. In den Zeilen
08 und 09 konnen Sie auch die Zahlenbereiche fiir die Nenner oder Zahler der Briiche
andern.

01 #18_bruch2.py
02 from random import randint
03 from fractions import Fraction

04 i=0

05 p=0 #Punkte

06 pmax=5

07 while i<pmax:

08 z1,nl=randint(1,9),randint(1,9)
09 z2,n2=randint(1,9),randint(1,9)
10 a=Fraction(z1,nl)

11 b=Fraction(z2,n2)

12 s=atb

13 print(a,"+",b,"= ?")
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14 e=Fraction(input("Ergebnis: "))

15 if e==s:

16 print("Richtig!")

17 p=p+1

18 else:

19 print("Falsch!™)

20 print("Richtiges Ergebnis:",s)
21 i=i+1

n

22 print("Erreichte Punktzahl:",p," von ", pmax)

Listing 5.18 Bruchrechentrainer

Ausgabe

3/2+1 =72
Ergebnis: 5/2
Richtig!

7/3 +1/3 =72
Ergebnis: 8/3
Richtig!

6+ 7/3 =72
Ergebnis: 25/3
Richtig!

2/5 +3/5 =72
Ergebnis: 1
Richtig!
3/5 +5/3
Ergebnis: 33/15

Falsch!

Richtiges Ergebnis: 34/15
Erreichte Punktzahl: 4 von 5

?

Analyse

In den Zeilen 08 und 09 erzeugt die Python-Funktion randint(1,9) Zufallszahlen zwi-
schen 1und 9. In den Zeilen 10 und 11 werden aus diesen Zufallszahlen zwei Briiche a
und b erzeugt. In Zeile 12 werden diese beiden Briiche addiert.

In Zeile 13 werden die beiden Briiche einschlie8lich der mathematischen Operation +
auf dem Bildschirm angezeigt.

Nach dem Programmstart gibt die eingebaute Python-Funktion input() (Zeile 14) den
Text Eingabe in der Konsole aus. Der Eingabeprompt der Konsole fordert den Benut-
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zer auf, Uber die Tastatur einen Bruch einzugeben. Alle Tastatureingaben werden von
der input-Funktion als String interpretiert. Deshalb muss die Methode Fraction()
den Eingabestring in einen Bruch umwandeln.

In Zeile 15 wird die Eingabe e mit dem Ergebnis s verglichen. Wenn Eingabe und Er-
gebnis Ubereinstimmen, wird die Meldung "Richtig!" ausgegeben, und der Punkt-
zdhler wird um einen Punkt hochgezahlt.

5.3 Irrationale Zahlen

Irrationale Zahlen sind Zahlen, die sich nicht durch Briiche darstellen lassen. Die Zahl
V2, also die Quadratwurzel aus 2, ist ein typisches Beispiel einer irrationalen Zahl.
Aber auch andere Wurzeln, wie V3,5, V7, V8,10, V11 ..., sind irrationale Zahlen. Ab-
bildung 5.7 veranschaulicht die Position von v2 auf dem Zahlenstrahl.

Abbildung 5.7 Diagonale eines Quadrates

Wenn jede Seite des Quadrates eine Lange von 1 hat, dann hat die Diagonale nach dem
Satz des Pythagoras einen Wert von v/2. Welchen Zahlenwert hat aber v/2?

Wenn man die Lange 1 auf Millimeterpapier als Strecke von 100 mm zeichnet, dann
kann man fir die Projektion der Diagonalen eine Strecke von etwa 141 mm ablesen.
Die Diagonale des Quadrates hatte dann eine Linge von etwa 1,41. Dieses empirische
Vorgehen entspricht aber nicht dem Genauigkeitsanspruch der Mathematik.

Das Verhdltnis der Diagonalen d zur Seite a des Quadrates kann man nie als ganze
Zahlen ausdriicken. Der Prozess der Wechselwegnahme wiirde nie enden. Die kiirzere
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Strecke kann man beliebig oft in die langere einpassen; es wird immer ein Rest blei-
ben. Es gibt kein gemeinsames Maf? fiir beide Strecken. In der Sprache der griechi-
schen Mathematik formuliert: Beide Strecken sind inkommensurabel. Weil man das
Verhaltnis der Diagonale zur Seite des Quadrates nicht durch rationale Zahlen aus-
driicken kann, heif’en diese Zahlen irrationale Zahlen. Auf den formalen Beweis, dass
die Wurzel aus 2 eine irrationale Zahl ist, soll hier verzichtet werden. Sie finden ihn
z. B.in [Beutelspacherl5: 73, Weitz: 140].

Mit der SymPy-Methode N(sqrt(2),n) konnen Sie fast beliebig viele Nachkommastel-
len fiir V2 erzeugen. Die Zahl n gibt die Anzahl der zu berechnenden Ziffern an. Wenn
z.B.n=10ist, dann werden flr sqrt(2) neun Nachkommastellen ausgegeben. Der fol-
gende Konsolendialog zeigt, dass die Anzahl der Nachkommastellen von v2 (fast) be-
liebig vergroflert werden kann:

>>> from sympy import sqrt,N
>>> N(sqrt(2),61)
1.414213562373095048801688724209698078569671875376948073176680

An den Nachkommastellen ist kein Muster zu erkennen. Genau das ist das entschei-
dende Merkmal einer irrationalen Zahl. Irrationale Zahlen sind nur durch Grenzwerte
beschreibbar: Die von SymPy berechneten Werte konvergieren gegen den Grenzwert
V2. (Grenzwerte werden in Kapitel 7, »Folgen«, behandelt.)

Der Heron-Algorithmus oder das babylonische Wurzelziehen

Wie kann man nun einen Algorithmus aufstellen, mit dem die Quadratwurzel einer
Zahl berechnet werden kann? Dazu interpretieren wir die Zahl, aus der die Wurzel be-
rechnet werden soll, als Flicheninhalt eines Quadrates. Die Seite a ist dann die Wurzel
aus A. Das Quadrat wird in ein flachengleiches Rechteck mit A = a - b umgewandelt
(siehe Abbildung 5.8).

Danach wird rekursiv so lange der Mittelwert aus beiden Seiten
1
A1 =5 (a; + b)

berechnet, bis sich beide Seiten anndhernd gleichen.

Die neue Seite b; wird aus dem Flacheninhalt und dem aktuellen Wert von a;,, berech-
net:
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2 1,333 2 1,4118

1,5 1,4167

Abbildung 5.8 Umwandlung eines Quadrates in flaichengleiche Rechtecke

Als Startwert flir die Variable a wird der Flacheninhalt A gewahlt. Die Variable b wird
mit der Zahl 1 initialisiert. Listing 5.19 zeigt die Umsetzung.

01 #19_heronl.py

02 A=2. #Flacheninhalt

03 eps=le-12 fiFehler

04 a=A {#Seite a des Rechtecks=Startwert
05 b=1. #Seite b des Rechtecks

06 print("\ta\t\t b\t\t\ta*b")

07 while abs(a-b)>eps:

08 print("%3.16F %3.16f %3.16f" %(a,b,a*b))
09 a=(a+b)/2 #Mittelwert bilden
10 b=A/a

11 print(A**(1/2),"genau")

Listing 5.19 Die Seitenlange eines Quadrates berechnen

Ausgabe

a b a*b
2.0000000000000000 1.0000000000000000 2.0000000000000000
1.5000000000000000 1.3333333333333333 2.0000000000000000
1.4166666666666665 1.4117647058823530 2.0000000000000000
1.4142156862745097 1.4142114384748701 1.9999999999999998
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1.4142135623746899 1.4142135623715002 2.0000000000000000
1.4142135623730951 genau

Analyse

Die while-Schleife in Zeile 07 wird so lange durchlaufen, bis die Fehlergrenze eps (Zeile
03) erreicht wird. In Zeile 09 wird der Mittelwert der Seite a rekursiv mit a=(a+b)/2 be-
rechnet. In Zeile 10 wird aus dem Flacheninhalt A die Seite b berechnet.

Das Produkt a*b (3. Spalte der Ausgabe) muss mit dem vorgegebenen Wert des Fla-
cheninhalts A=2 iibereinstimmen. Bis auf die 4. Zeile der Ausgabe wird die Forderung
erfillt.

Optimierung des Algorithmus von Heron

Der Algorithmus von Heron kann noch vereinfacht werden, indem in
1
Ajpq = E(ai + b;)

b; durch z/aj; ersetzt wird:

1 z
A1 =5 (ai + a—l)
Wobei z eine beliebige positive reelle Zahl sein kann, deren Wurzel berechnet werden
soll. Listing 5.20 berechnet aus der Zahl z die Quadratwurzel mit einer Voreinstellung
von funf Schleifendurchldufen (Zeile 02).

01 #20_heron2.py
02 def wurzel(z,n=5):

03 a=(z+1)/2

04 i=0

05 while i<n:

06 a=(a+z/a)/2
07 i=i+1

08 return a

09

10 z1=2

11 w=wurzel(zl)

12 print("Die Wurzel aus",zl,"ist:")
13 print(w)

14 print(z1**(1/2),"genau")

Listing 5.20 Der Heron-Algorithmus
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Ausgabe

Die Wurzel aus 2 ist:
1.414213562373095
1.4142135623730951 genau

Analyse

Zeile 03 legt den Startwert fest. Die while-Schleife (Zeile O5) wird flinfmal durchlaufen.
In Zeile 06 wird die Wurzel aus z rekursiv berechnet.

Schon nach fiinf Iterationen ergibt sich eine gute Naherung fiir /2.

In Zeile 14 wird /2 mit z1**(1/2) als Potenz von 1/2 berechnet. Diese Operation ist ma-
thematisch dquivalent zu sqrt(2). Der Vorteil dieser Notation besteht darin, dass
auch Kubikwurzeln oder allgemein n-te Wurzeln berechnet werden konnen.

5.4 Transzendente Zahlen

Eine transzendente Zahl ist eine reelle Zahl, die nicht Nullstelle eines Polynoms mit
ganzzahligen Koeffizienten sein kann. Die Kreiszahl m und die eulersche Zahl e sind
bekannte Beispiele flir transzendente Zahlen.

5.4.1 Die Kreiszahl it

Die Kreiszahl mbestimmt das Verhaltnis des Umfangs eines Kreises zu seinem Durch-
messer. Kreise sind in der Mathematik ideale, gedanklich konstruierte Objekte. Sie
kommen in ihrer idealisierten Form weder als technische Artefakte vor noch sind sie
reale Bestandteile der Natur. Der griechische Buchstabe m steht flir Perimeter, was so
viel wie »Randbereich« oder »Umfang« bedeuten soll.

Dass die Kreiszahl m unabhangig vom Durchmesser eines beliebigen Kreises ist, ver-
deutlicht Abbildung 5.9. Diese Kreise sollen reale Objekte in Form von Kreisscheiben
(z. B. aus Holz) reprdsentieren. Einen ersten Zugang zu der Gréf3enordnung von m er-
moglicht eine empirische Untersuchung.

Kreisscheiben mit bekannten Durchmessern werden auf einer Ebene mit einer Um-
drehung abgerollt. Die zurlickgelegten Strecken werden gemessen und durch die
Durchmesser geteilt. Durch diese Messung wiirde man etwa folgenden Wert ermit-
teln konnen:

Up _U; _Us

=2=2x314
dy d; ds
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Abbildung 5.9 Das Verhaltnis von Umfang und Durchmesser eines Kreises

Aus mathematischer Sicht ist dieses empirische Verfahren jedoch nicht akzeptabel.
Im Abschnitt zu rationalen Zahlen wurde bereits festgestellt, dass m keine rationale
Zahl ist. Das bedeutet auch, dass ™ unendlich viele Nachkommastellen haben muss,
denn jede Zahl mit endlich vielen Nachkommastellen wére als Bruch darstellbar und
damit rational.

Berechnung von T mit SymPy
Der folgende Konsolendialog gibt m mit 50 Nachkommastellen aus:
>>> from sympy import pi,N

>>> N(pi,51)
3.14159265358979323846264338327950288419716939937511

Sie konnen sich mit SymPy auch m mit 2.000 und mehr Nachkommastellen ausgeben
lassen. Sie werden nie ein Muster in den Nachkommastellen entdecken.

Naherungsweise Berechnung von 1t mit Dreiecks- und Rechteckflachen

Bereits 1650 v. Chr. berechneten dgyptische Mathematiker den Flacheninhalt eines
Kreises naherungsweise aus zusammengesetzten Flachen von Quadraten und Drei-
ecken. Sie teilten ein gleichseitiges Rechteck in neun gleiche Quadrate auf und zeich-
neten in die Ecken der auflen liegenden Quadrate Diagonalen ein (siehe Abbildung
5.10).
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d=1

Abbildung 5.10 Eine Kreisflache wird durch Quadrate und Dreiecke angenahert.

Aus Abbildung 5.10 konnen Sie ablesen, dass sich die angenaherte Kreisflache aus
finf Quadraten mit dem Flicheninhalt von 5/9 FE (Flaicheneinheiten) und vier recht-
winkligen Dreiecken mit dem Flacheninhalt von 2/9 FE zusammensetzt. Es gilt also:

5 2 7 7 28
Agreis & §d2 +§d2 = 6(12 = 6(2 '7")2 = ?T'z ~ 3,111 .2

Die Kreiszahl m hat nach dieser Methode einen Wert von etwa 3,111, wobei es sich na-
tirlich nur um eine sehr grobe Naherung handelt.

Die Methode von Archimedes

Archimedes (um 250 v. Chr.) berechnete die Kreiszahl mw mithilfe von zwei Sechsecken
(siehe Abbildung 5.11), von denen eines im Inneren des Kreises gezeichnet wird und
ein anderes den Kreis umschlief3t.

Die Seiten des inneren Sechsecks werden durch sechs Sekanten gebildet, die Seiten
des aufieren Sechsecks durch sechs Tangenten. Wenn der Innenradius den Wert 1 hat,
dann hat der Umfang des innenliegenden Sechsecks einen Wert von ug = 6. Der Um-
fang des auenliegenden Sechsecks betragt Uy = 6 - 2/v/3 = 4+/3.
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Abbildung 5.1 Anndherung eines Kreises durch zwei Sechsecke

Archimedes hat die Kreiszahl m aus dem harmonischen Mittel des duferen Umfangs
U und des inneren Umfangs u eines Polygons rekursiv berechnet [Briickler: 91]:

Uy = —- ¢
i Ui + u;

Das erste Polygon ist ein Sechseck. Nach jedem Rechenschritt verdoppelt sich die An-
zahl der Ecken.

Der Umfang des innenliegenden Polygons hat er rekursiv aus dem geometrischen
Mittel des innenliegenden und des auflenliegenden Polygons berechnet:

Uipy = U Uiyq

Die rekursiven Berechnungen werden innerhalb einer Schleife ausgefiihrt. Nach je-
dem Schleifendurchlauf wird die Anzahl der Ecken verdoppelt.

Die Kreiszahl m wird aus dem Umfang des innenliegenden und des auf3enliegenden
n-Ecks berechnet. Der wahre Wert von m muss irgendwo dazwischen liegen. Wenn
man die Anzahl der Ecken weiter vergrofiert, wird m genauer berechnet. Die Genauig-
keit der Berechnung ist durch die Leistungsfahigkeit des Computers begrenzt. Archi-
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medes berechnete die Kreiszahl  mithilfe eines Vielecks mit 96 Ecken und kam zu
der Erkenntnis, dass mwzwischen zwei Briichen liegen miisse:

34 cpcgq
715" 70

Die obere Schranke liegt also bei 22/7.

Dieser Wert wurde von Handwerkern und Ingenieuren fiir praktische Anwendungen
viele Jahrhunderte bis zur Einfihrung des Rechenschiebers genutzt. Archimedes
kannte noch keine Dezimalzahlen. Er rechnete mit Briichen.

Invielen Fallen ist diese Naherung hinreichend genau. Berechnen Sie damit beispiels-
weise den Umfang eines Kreises mit einem Radius von einem Kilometer, so liegen Sie
nur ca. 2,53 Meter Uiber dem exakten Ergebnis, was einer Abweichung von 0,04 % ent-
spricht.

Listing 5.21 berechnet nach der Methode von Archimedes die Kreiszahl m mit Viel-
ecken bis zu 402.653.184 Ecken. Dieser Wert ist abhdngig von der Leistungsfahigkeit
Thres Computers. In Zeile 03 kénnen Sie die Anzahl der Schleifendurchldufe veran-
dern und so die Leistungsfahigkeit Thres Rechners testen.

01 #21_pi_archimedes.py

02 from math import pi,sqrt

03 N=27 #Anzahl der Schleifendurchldufe

04 n=6

05 wu=6 #innenliegender Kreis

06 U=4*sqrt(3) #auBenliegender Kreis

07 print("Nr.\t Ecken\t\t Innenradius\tAuBenradius")
08 for i in range(1,N+1):

'

09 U=2*U*u/(U+u) #aulen
10 u=sqrt(u*U)  #innen
11 pii=u/2 #pi aus Innenkreis
12 pia=U/2 #pi aus AuRenkreis
13 print("%3d %12d %2.15f %2.15f" %(i,n,pii,pia))
14 n = 2*n {#Verdopplung der Eckenzahl
15 print("Anzahl der Ecken:",3*2%*N)
16 print("Innenkreis:",pii)
17 print("AuRenkreis:",pia)
18 print("genau: ",pi)
19 print("Fehler Innenkreis:",pi-pii)
(

20 print("Fehler AuBenkreis:",pia-pi)

Listing 5.21 Berechnung von m nach der Methode von Archimedes
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Ausgabe
Nr. Ecken Innenradius AuBenradius
1 6 3.105828541230249 3.215390309173473
2 12 3.132628613281238 3.159659942097500
3 24 3.139350203046867 3.146086215131435
4 48 3.141031950890509 3.142714599645368
5 96 3.141452472285462 3.141873049979824
6 192 3.141557607911857 3.141662747056849
7 384 3.141583892148318 3.141610176604690
8 768 3.141590463228050 3.141597034321526
9 1536 3.141592105999271 3.141593748771351
10 3072 3.141592516692157 3.141592927385096
11 6144 3.141592619365384 3.141592722038614
12 12288 3.141592645033691 3.141592670701998
13 24576 3.141592651450767 3.141592657867844
14 49152 3.141592653055036 3.141592654659306
15 98304 3.141592653456104 3.141592653857171
16 196608 3.141592653556370 3.141592653656637
17 393216 3.141592653581437 3.141592653606503
18 786432 3.141592653587703 3.141592653593970
19 1572864 3.141592653589270 3.141592653590837
20 3145728 3.141592653589661 3.141592653590053
21 6291456 3.141592653589759 3.141592653589857
22 12582912 3.141592653589784 3.141592653589808
23 25165824 3.141592653589790 3.141592653589796
24 50331648 3.141592653589791 3.141592653589793
25 100663296 3.141592653589792 3.141592653589792
26 201326592 3.141592653589792 3.141592653589792
27 402653184 3.141592653589792 3.141592653589792

Anzahl der Ecken: 402653184
Innenkreis: 3.141592653589792
Aulenkreis: 3.141592653589792

3.141592653589793
1.3322676295501878e-15
-1.3322676295501878e-15

genau:
Fehler Innenkreis:
Fehler AuRenkreis:

Analyse

In den Zeilen 04 bis 06 werden die Anfangswerte vorgegeben. Der Umfang des innen-
liegenden Sechsecks hat einen Wert von u=6 (Zeile 05). Der Umfang des auf3enliegen-
den Sechsecks hat einen Wert von U=4*sqrt(3) (Zeile 06).
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Innerhalb der for-Schleife (Zeilen 08 bis 14) werden die aktuellen Umfange der innen-
und aufienliegenden Polygone (Zeilen 09 und 10) berechnet. In Zeile 14 sorgt die Zu-
weisung n=2*n dafiir, dass bei jedem neuen Schleifendurchlauf die Anzahl der Ecken
n verdoppelt wird.

Die Werte der Kreiszahl m werden in Zeile 11 fir den Innenkreis mit pii=u/2 und in
Zeile 12 fur den Auf3enkreis mit pia=U/2 berechnet.

Ein Vergleich zeigt, dass bei einer Approximation des Kreises mit dem innenliegen-
den 201326592-Eck ein Wert fur m berechnet werden kann, der mit dem »genauen«
Wert Uibereinstimmt — zumindest im Rahmen der Rechengenauigkeit des Compu-
ters.

Die Methoden von Viete und Wallis

Die erste exakte Formel flr die Berechnung der Kreiszahl stellte Francois Viete 1593
auf:

\/_z',/zﬂ/z' 24242
2 2

k

RN

Diese Methode ermdoglichte zu Zeiten Vietes schon eine Genauigkeit von 14 Dezimal-
stellen.

Im Jahre 1655 fand John Wallis eine Formel fiir das unendliche Produkt [Walter: 194]:

g 224t 2k - 2k
Tale1-33.5  (2k—1)-(2k+ 1)

NS

Listing 5.22 berechnet mit den Formeln von Viete und Wallis die Kreiszahl m. In Zeile
22 konnen Sie die Anzahl der Schleifendurchlaufe @ndern und so testen, wie schnell
die beiden Verfahren konvergieren.

01 #22_pi_vieta_wallis.py
02 from math import pi,sqrt

03 #1593

04 def viete(n):

05 al=sqrt(2)/2

06 a=al

07 p=1

08 for _ in range(2,n):
09 a=sqrt(2+2*a)/2
10 p=p*a

11 return 2/(al*p)
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12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

#1655
def wallis(n):
p=1
for k in range(1,n):
zaehler=4*k**2
nenner=(2%k-1)*(2%*k+1)
bruch=zaehler/nenner
p=p*bruch
return 2*p
#Anzahl der Schleifendurchlaufe
N=10**3
Z=14 #Anzahl der Nachkommastellen
print("\t m\t n"
print(round(viete(N),Z),N, "\tViete 1593")
print(round(wallis(N),Z),N, "\tWallis 1655")
print(pi,"Python")

Listing 5.22 Die Berechnung von m mit den Methoden von Viete und Wallis

Ausgabe

T n
3.14159265358979 1000 Viete 1593
3.14080696082847 1000 Wallis 1655

3.141592653589793 Python

Analyse

Die Formel von Viéte liefert schon bei 1.000 Schleifendurchldufen ein tiberraschend
gutes Ergebnis, wiahrend die Produktformel von Wallis bei der gleichen Anzahl der
Iterationen die Kreiszahl w nur bis auf zwei Nachkommastellen genau berechnet.

Im Laufe der Mathematikgeschichte wurden noch viele andere Methoden (Reihen-
entwicklungen, Kettenbriiche) gefunden, um 1 zu berechnen. In dem Buch von Ste-
wart, »Unglaubliche Zahlen, finden Sie Reihenentwicklungen von Leibniz und Euler
fiir die Berechnung von mt [Stewart: 237{f.].

Wie der folgende Konsolendialog zeigt, scheint es besonders einfach zu sein, die
Kreiszahl maus dem arctan(l) und dem arcsin(1) zu berechnen:

>>> from math import *
>>> 4*atan(1)
3.141592653589793

213



5 Zahlen

>>> 2*asin(1)
3.141592653589793

Diese Methode tauscht aber eine falsche Prazision vor, weil der Computer intern die
Umkehrfunktion von Sinus und Tangens mit Reihen entwickelt. Im Kapitel 10, »Rei-
hen, zeige ich Ihnen, wie Sie mit Reihenentwicklungen die Kreiszahl m berechnen
konnen.

Berechnung von m mit dem arithmetisch-geometrischen Mittel

Im Jahr 1976 veroffentlichten Richard P. Brent und Eugene Salamin unabhéngig von-
einander einen Algorithmus (AGM-Algorithmus), der die Kreiszahl m mithilfe des
arithmetisch-geometrischen Mittels berechnet.

Firn=0,1, 2,3 .. gelten die rekursiven Berechnungsvorschriften:

a, + b,
Ant1 = 2

bpyy = \Van * by

Cn = Qn41 — ap

— n 2
Sp41 = Sp — 2" - Cp

2
_ nt1

Sn+1
Fir die Anfangswerte gilt: a,=1, b0=1/\/5, s,=1/4.
Dieser Algorithmus konvergiert extrem schnell gegen m.

Um die Beschrankung der Maschinengenauigkeit zu tiberwinden, soll der AGM-Algo-
rithmus mithilfe des Moduls mpmath implementiert werden. Dieses Modul stellt Me-
thoden fur die Gleitpunktarithmetik mit beliebiger Genauigkeit zur Verfigung. Es
wird seit 2007 von Fredrik Johansson zusammen mit vielen Mitwirkenden entwi-
ckelt.

Listing 5.23 demonstriert, wie das arithmetische Mittel a,, und das geometrische Mit-
tel b, des AGM-Algorithmus innerhalb einer while-Schleife rekursiv berechnet wer-
den. In Zeile 03 konnen Sie die Anzahl der Dezimalstellen dndern.

01 #23_pi_agm.py
02 from mpmath import *
03 d=o6l
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04 mp.dps = d

05 eps = mpf(10**-d)

06 a,b,s,p = mpf(1),1/sqrt(mpf(2)),mpf(1/4),mpf(1)
07 while abs(a-b) > eps:

08 an=(a+b)/2
09 b=sqrt(a*b)
10 c=an-a

11 s=s-p*ciH2
12 p=2%p

13 a=an

14 #Ausgabe
15 print(a**2/s)
16 print(pi)

Listing 5.23 m mit dem arithmetisch-geometrischen Mittel berechnen

Ausgabe

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974945
3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974945

Analyse

In Zeile 02 werden alle Methoden und Funktionen des Moduls mpmath importiert. Um
Namensraumkonflikte zu vermeiden, sollten Sie dieses Modul nicht zusammen mit
dem Modul math benutzen.

Zeile 03 legt die Anzahl der Stellen fest. Fiir d=61 berechnet das Programm die Kreis-
zahl T mit 60 Nachkommastellen. Sie konnen diesen Wert schrittweise erhohen, um
die Leistungsfahigkeit Ihres Computers zu testen.

In Zeile 04 legt die Anweisung mp.dps=d die Genauigkeit (Anzahl der Stellen) fest, mit
der gerechnet werden soll.

In Zeile 06 werden den Variablen a, b, s und p die Anfangswerte zugewiesen. Die mp-
math-Methode mpf() konvertiert die Python-Datentypen in mpmath-Floattypen.

In Zeile 07 steht die Abbruchbedingung abs(a-b)>eps der while-Schleife.
In Zeile 08 wird das arithmetische und in Zeile 09 das geometrische Mittel berechnet.

In Zeile 13 wird der Wert von an in die Variable a gespeichert. Der Wert von a kann
dann beim nachsten Schleifendurchlauf als Rechtswert in den Zeilen 08, 09 und 10
eingesetzt werden.
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Mit zunehmender Anzahl der Iterationen konvergiert die Differenz |a—b| gegen Null.
Wenn abs (a-b) kleiner eps wird (Zeile 07), werden die Berechnungen von an (Zeile 08),
b (Zeile 09), c (Zeile 10) und s (Zeile 11) abgebrochen.

In Zeile 12 berechnet die Anweisung p=2*p die Potenz 2".

In Zeile 15 wird die Kreiszahl m berechnet und ausgegeben. Die zweite print-Anwei-
sung gibt den genauen Wert von pi des Moduls mpmath aus (Zeile 16).

5.4.2 Die eulersche Zahl e

Die eulersche Zahl e ist eine transzendente Zahl. Das Symbol e wurde von Leonhard
Euler erstmals in einem Brief vom 25. November 1731 an Christian Goldbach erwihnt.
Der Buchstabe e steht fiir exponentiell. Euler verkniipfte e mit m und der imagindren
Einheit i. Im Jahr 1748 berechnete er 23 Nachkommastellen von e. Shigeru Kondo und
Alexander Yee konnten im Jahr 2010 mithilfe eines Computers 1 Billion dezimale
Nachkommastellen von e berechnen [Stewart: 261].

Aus der Zahlenfolge der natturlichen Zahlen

(1+3)

lasst sich die eulersche Zahl als Grenzwert berechnen:

n

1
e = lim (1 + E) = 2,718281828459045 ...

n—-oo

Der folgende Konsolendialog deutet an, dass die Nachkommastellen von e wahr-
scheinlich nicht enden und keine Muster aufweisen:

>>> from sympy import N,E
>>> N(E,51)
2.71828182845904523536028747135266249775724709369996

Die Zahl e verflgt Uiber erstaunliche Eigenschaften:

Die Ableitung und das Integral von eX ergeben wieder e*.
Zwischen e und m besteht der Zusammenhang: e™ +1= 0.

Der Flacheninhalt unter der Glockenkurve y(x) = e X% ist NS

vV v v Vv

Biologische und finanzmathematische Wachstumsprozesse werden mit Exponen-
tialfunktionen beschrieben: y(t) = ae’.

v

Sie ist die Basis des natiirlichen Logarithmus In.

» Der Flicheninhalt unter der Hyperbel y = 1/x ist in den Grenzen von 1 bis e gleich 1.
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54 Transzendente Zahlen

» Eine Exponentialfunktion beschreibt den Verlauf der Normalverteilung (siehe Ka-
pitel 14, »Algorithmen fiir die Berechnung statistischer Kennzahlen«).

» Die Differenzialgleichung 3—3; = cy hat die Losung y(t) = y,e (siche Kapitel 12,
»Differenzialgleichungen«).

Berechnung von e

Mit Listing 5.24 konnen Sie die eulersche Zahl fiir verschieden grofie n berechnen,
indem Sie in Zeile 03 einen anderen Wert flir N einsetzen.

01 #24_eulersche_zahl.pi
02 from math import e

03 N=10

04 for n in range(1,N):
05 en=(1+1/n)**n

06 print(en)

07 print(e,"genau")

Listing 5.24 Berechnungvone

Ausgabe

.0

.25

.37037037037037
44140625
.4883199999999994
.5216263717421135
.546499697040712
.565784513950348
.5811747917131984
.718281828459045 genau

NN NN NN NN NN

Analyse
Die Ausgabe zeigt, dass die Folge

1 n
(1+3)

n
sehr langsam gegen e konvergiert. In Kapitel 10, »Reihen«, wird eine Reihenentwick-
lung fir e untersucht, die wesentlich schneller konvergiert.
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5 Zahlen

5.5 Aufgaben

1

10.

218

Schreiben Sie eine Python-Funktion, die mit dem Modulo-Operator iiberprift, ob
eine Zahl gerade oder ungerade ist.

Schreiben Sie ein Programm, das die Korrektheit der Multiplikation von zwei na-
turlichen Zahlen mit der Neunerpriifung bestatigt.

Berechnen Sie mit der SymPy-Methode gcdex(a,b) die Linearkombination
ggT(12,34) =u-12+v - 34.

Erweitern Sie den Bruchrechentrainer so, dass er Thnen Aufgaben nach dem Zu-
fallsprinzip stellt, die auch die Subtraktion, Multiplikation und Division von Brii-
chen verlangen.

Erweitern Sie den Heron-Algorithmus so, dass er auch Kubikwurzeln mit einer
Python-Funktion berechnet.

Schreiben Sie ein Programm, das m mit der Formel von Carl Stgrmer

T 1 1 1
i 44 arctanﬁ +7 arctanﬁ —12 arctan@ + 24 arctan 12943

berechnet.

Schreiben Sie ein Python-Programm, das die Kreiszahl m mit der Formel von Da-
vid Bailey, Peter Borwein und Simon Plouffe berechnet.

1 4 2 1 1
”=;W(8k+1_8k+4_8k+5_8k+6)
Berechnen Sie die ersten drei Ableitungen und die Stammfunktion von e* mit
SymPy.
Schreiben Sie ein Matplotlib-Programm, das das wirtschaftliche Wachstum fir
a=1und b =2 % innerhalb von 36 Jahren darstellt. Formel: y = a - exp(b - t).

Schreiben Sie ein Matplotlib-Programm, das den radioaktiven Zerfall in Abhén-
gigkeit von der Halbwertzeit eines radioaktiven Elements visualisiert.



